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AVERTISSEMENT. 




I,a deuxième édition de la Théorie des Fonctions analytiques 
était épuisée depuis quelques années, lorsque M. Bachelier, dont le 
concours désintéressé rend, chaque jour, aux sciences mathématiques 
de si utiles services, conçut le projet de réimprimer cette œuvre de 
l'immortel Lagrange, et me fit l’honneur de me proposer d’en diriger 
la publication; il n’est [«ts besoin de développer ici les motifs qui me 
firent accueillir avec empressement cette demande, les géomètres les 
apprécieront certainement. Je me bornerai à une simple observation : , 
la Théorie des Fonctions analytiques est, malheureusement, bien peu 
lue de nos jours ; et eependant, que dé méthodes fécondes et élégantes, 
que de cqnseils utiles y trouverait le professeur cliargé d’un cours 
d'analyse infinitésimale. 

Cette troisième édition est entièrement conforme à la deuxième; une 
erreur, résultant de la précipitation avec laquelle ce livre fut écrit, a 
été religieusement conservée, je me suis contenté de l’indiquer dans 
une note au bas de la page. 

3 o Avril 1847. J.-A. SF.RRET. 
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AVERTISSEMENT 

DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 


Cette édition a plusieurs avantages sur la première qui a paru en 
1 79.7: elle est plu» correcte ; on a mis plus d’ordre dans les matières , 
et on les a divisées par chapitres, ce que.l’on n’avait pu faire d’abord, 
eet ouvrage ayant été composé, comme d’un seul jet, à mesure qu’il 
s'imprimait. Enfin, on y a fait différentes additions dont les princi- 
pales se trouvent dans le chapitre quatorzième de la deuxième partie, 
et dans le chapitre cinquième de la troisième. 

On avait pensé à refondre dans la première partie de ce Traité les 
leçons sur le Calcul des Fonctions (*), qui serveut de conimentaire 
et de suite à cette partie ; mais comme elles forment un ouvrage à part 
qui peut être lu séparément, et indépendamment de la Théoru • des 
Fonctions, on s’est contenté de les citer dans tous les endroits sur 
lesquels elles peuvent offrir des éclaircissements et des développements 
utiles. 


{*} Ces Leçons ont parti d'abord dans le Recueil des Leçons de I École normale ; mais 1 a se- 
conde édition , publiée en 1 806 cher Courrier, est beaucoup augmentée ; c'est celle-ci qu'on a 

citw. 
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introduction! 


Des /onctions en généra/. Des Fonctions primitives et dérivées. 

Des différentes manières dont on a envisagé le Calcul différentiel. 

Objet de cet ouvrage. 

t 

. 'Mi 4 .'" -■'*-* >\je •*' . 

On appelle fomtion d’une ou de plusieurs quantités toute expres- 
sion de calcul dans laquelle ces quantités entrent d'une manière quel- 
conque, mêlées ou non avec d’autres quantités qu’on regarde comme 
ayant des valeurs données et invariables , tandis que les quantités de 
la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans 
les fonctions , on ne considère que les quantités qu’on suppose va- 
riables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées. 

Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour 
désigner en général les puissances d'une même quantité. Depuis, ou 
a étendu la signification de ce mot à toute quantité formée d'une 
manière quelconque d'une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli 
l’ont employé les premiers dans cette acception générale, et il est au- 
jourd’hui généralement adopté. 
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Lorsqu’à la variable d’une fonction on attribue un accroissement 
quelconque, en ajoutant à cette variable une quantité indéterminée, 
on peut, par les règles ordinaires de l'algèbre, si la fonction est algé- 
brique, la développer suivant les puissances de cette indéterminée. 
Le premier terme du développement sera la fonction proposée qu’on 
appellera fonction primitive ; les tenues suivants seront formés de 
différentes fonctions de la même variable, multipliées par les puis- 
sances successives de l'indéterminée. Ces nouvelles fonctions dépen- 
dront uniquement de la fonction primitive dont elles dérivent, et 
pourront s’appeler fonctions dérivées. F.n général, quelle que soit la 
fonction primitive, algébrique ou non, elle peut être développée ou 
censée développée de la même manière, et donner ainsi naissance à 
des fonctions dérivées. Les fonctions, considérées sous ce point de 
vue, constituent une analyse d’un genre supérieur à l’analyse ordi- 
naire, par sa généralité et ses nombreux usages; et l’on verra dans 
cet ouvrage que l’analyse qu’on appelle vulgairement transcendante 
ou infinitésimale n’est, au fond, que l’analyse des fonctions primitives 
et dérivées, et que les calculs différentiel et intégral ne sont, à pro- - 
prement parler, que le calcul de ces mêmes fonctions. 

Les premiers géomètres qui ont employé le calcul différentiel, 
Leibnitz, les Bernoulli, l’Ilôpital, etc., l’ont fondé sur la considéra- 
tion des quantités infiniment petites de différents ordres, et sur la 
supposition qu’on peut regarder et traiter comme égales les quan- 
tités qui no diffèrent entre elles que par des quantités infiniment 
petites à leur égard . Contents d’arriver, par les procédés de ce calcul, 
d’une manière prompte et sûre à des résultats exacts, ils ne se sont 
point occupés d’en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, 
Euler, d’AIeinbert, etc., ont cherché à suppléer à ce défaut, en fai- 
sant voir, par des applications particulières, que les différences qu'on 
suppose infiniment petites doivent être absolument nulles, et que 
leurs rapports, seules quantités qui entrènt réellement dans le calcul, 
ne sont autre chose que les limites des rapports des différences finies 
ou indéfinies. 

Mais il faut convenir que cette idée, quoique juste en elle-même, 
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n’est pas assez claire pour servir de principe à une science dont la 
certitude doit être fondée sur l’évidence, et surtout pour être pré- 
sentée aux commençants; d'ailleurs, il me semble que comme dans 
le calcul différentiel, tel qu’on l’emploie, on considère et on calcule, 
en effet, les quantités infiniment petites ou supposées infiniment 
petites elles-mêmes , la véritable métaphysique de ce calcul consiste 
en ce que l’erreur résultant de cette fausse supposition est redressée 
ou compensée par celle qui naît des procédés mêmes du calcul, sui- 
vant lesquels on ne retient dans la différentiation que les quantités 
infiniment petites du même ordre. Par exemple, en regardant une 
courbe comme un polygone d’un nombre infini de côtés chacun infi- 
niment petit, et dont le prolongement est la tangente de la courbe, 
il est clair qu’on fait une supposition erronée; mais l’erreur se 
trouve corrigée dans le calcul par l’omission qu’on y fait des quan- 
tités infiniment petites. C’est ce qu’on peut faire voir aisément dans 
des exemples, mais dont il serait peut-être difficile de donner une 
démonstration générale. 

Newton, pour éviter la supposition des infiniment petits, a con- 
sidéré les quantités mathématiques comme engendrées par le mouve- 
ment, et il a cherché une méthode pour déterminer directement les 
vitesses ou plutôt le rapport des vitesses variables avec lesquelles 
ces quantités sont produites; c’est ce qu’on appelle, d’après lui , 
la méthode des fluxions ou le calcul fluxionnel, parce qu’il a 
nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette méthode ou ce 
calcul s'accorde, pour le fond et pour les opérations, avec le calcul 
différentiel, et n’en diffère que par la métaphysique qui parait, en 
effet, plus claire, parce que tout le monde a ou croit avoir une 
idée de la vitesse. Mais, d’un côté, introduire le mouvement dans 
un calcul qui n’a que des quantités algébriques pour objet, c’est y 
introduire une idée étrangère, et qui oblige à regarder ces quantités 
comme des lignes parcourues par un mobile; de l’autre, il faut 
avouer qu'on n’a pas même une idée bien nette de ce que c’est que 
la vitesse d’un point à chaque instant, lorsque cette vitesse est va- 
riable; et l’on peut voir par le savant Traité des Fluxions, de Maclaurin, 

: ' * “t " V' . . 
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combien il est difficile de démontrer rigoureusement la méthode des 
(luxions, et combien d’artifices particuliers il faut employer pour 
démontrer les différentes parties de cette méthode. 

Aussi Newton lui-même, dans son livre des Principes, a préféré, 
comme plus courte, la méthode des dernières raisons des quantités 
évanouissantes; et c’est aux principes de cette méthode que se rédui- 
sent en dernière analyse les démonstrations relatives à celle des 
fluxions. Mais cette méthode a, comme celle des limites dont nous 
avons parlé plus haut, et qui n’en est proprement que la traduction 
algébrique, le grand inconvénient de considérer les quantités dans 
l’état où elles cessent, pour ainsi dire, d être quantités; car, quoique 
l'on conçoive toujours bien le rapport de deux quantités tant qu’elles 
demeurent finies, ce rapport n’olfre plus à l’esprit une idée claire et 
précise, aussitôt que ses termes deviennent l’un et l’autre nuis à la 
fois. 

C’est pour prévenir ces difficultés, qu’un habile géomètre anglais, 
qui a fait dans l’analyse des découvertes importantes, a proposé, 
dans ces derniers temps, de substituer à la méthode des fluxions, 
jusqu’alors suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais, 
une autre méthode purement analytique, et analogue à la méthode 
différentielle, mais dans laquelle, au lieu de n’employer que les diffé- 
rences infiniment petites ou nulles des quantités variables, on emploie 
d’abord des valeurs différentes de ces quantités, qu’on égale ensuite, 
après avoir fait disparaître par la division le facteur que cette égalité 
rendrait nul. Par ce moyen, on évite à la vérité les infiniment petits 
et les quantités évanouissantes; mais les procédés et les applications 
du calcul sont embarrassants et peu naturels, et l’on doit convenir 
que cette manière de rendre le calcul différentiel plus rigoureux dans 
ses principes lui fait perdre ses principaux avantages, la simplicité de 
la méthode et la facilité des opérations. ( Voyez l’ouvrage intitulé: 
The résiduel Analysis a new brunch of the aJgebric art, by John 
Landen ; London, 1 764 , ainsi que le Discours publié par le même 
auteur, en 1758, sur le même objet.) 

Ces variations dans la manière d’établir et de présenter les prin- 
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cipes du calcul différentiel, et même dans la dénomination de ce 
calcul, montrent, ce me semble, qu’on n’en avait pas saisi la véritable 
théorie, quoiqu’on eût trouvé d’abord les règles les plus simples et 
les plus commodes pour le mécanisme des opérations. 

On trouvera de nouvelles considérations sur cet objet dans la 
première leçon sur le Calcul des Fonctions. 

Dans un Mémoire imprimé parmi ceux de l’Académie de Berlin, de 
1772, et dont l’objet était l’analogie entre les différentielles et les 
puissances positives, et entre les intégrales et les puissances négatives, 
j’avançai que la théorie du développement des fonctions en série 
contenait les vrais principes du calcul différentiel, dégagé de toute 
considération d’infininient petits ou de limites, et je démontrai par 
cette théorie le théorème de Taylor, qui est le fondement de la méthode 
des séries, et qu’on n’avait encore démontré que par le secours de ce 
calcul, ou par la considération des différences infiniment petites. 

Depuis, Arbogasta présenté à l’Académie des Sciences un Mémoire 
où la même idée est exposée avec des développements et des appli- 
cations qui lui appartiennent. Mais l'auteur n’ayant encore rien publié 
sur ce sujet (*), et, m’étant trouvé engagé par des circonstances parti- 
culières à développer les principes généraux de l’analyse, j’ai rappelé 
mes anciennes idées sur ceux du calcul différentiel, et j’ai fait île 
nouvelles réflexions tendant à les confirmer et à les généraliser ; 
c'est ce qui a occasionné cet Écrit, que je 11e me détermine à publier 
que par la considération de l’utilité dont il peut être à ceux qui étu- 
dient cette branche importante de l’analyse. 

11 peut, au reste, paraître surprenant que cette manière d'envi- 
sager le calcul différentiel ne se soit pas offerte plus totaux géomètres, 
et surtout qu’elle ait échappé à Newton, inventeur de la méthode des 
séries et de celle des fluxions. Mais nous observerons à cet égard 
qu'en effet Newton n’avait d’abord employé que la simple considéra- 
tion des séries pour résoudre le problème troisième du second livre 


(•) L’ouvrage que feu Arbogast a donné en 1800, sous le titre de Calcul des dérivations, 
a un objet différeut, comme l’auteur en avertit lui •même à la fin de sa Préface. 
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<les Principes, dans lequel il cherche la loi de la résistance nécessaire 
pour qu’un corps pesant décrive librement une courbe donnée, pro- 
blème qui dépend naturellement du calcul différentiel ou fluxionnel. 
On sait que Jean Bernoulli trouva cette solution fausse, en la com- 
parant avec celle qui résulte du calcul différentiel; et son neveu, 
Nicolas, prétendit que l’erreur venait de ce que Newton avait pris 
le troisième terme de la série convergente dans laquelle il réduisait 
l’ordonnée de la courbe donnée, pour la différentielle seconde de 
cette ordonnée, et le quatrième pour la différentielle troisième, au 
lieu que, suivant les règles du calcul différentiel, ces termes ne sont, 
l’un que la moitié, l’autre que la sixième partie des mêmes différen- 
tielles. ( Voyez les Mémoires de l’Académie des Sciences, de 1711, 
et le tome I des Œuvres de Jean Bernoulli.) Newton, sans répondre, 
abandonna entièrement sa première méthode, et donna, dans la 
seconde édition des Princifjes, une solution différente du même pro- 
blème, fondée sur la méthode même du calcul différentiel. Depuis, 
on n’a plus parlé de l’application de la méthode des séries à ce genre 
de problèmes que pour avertir de la méprise dans laquelle New ton 
était tombé, et foire sentir la nécessité d’avoir égard à l'observation 
de Nicolas Bernoulli. ( Voyez l'Encyclopédie, aux articles Différen- 
tiel, Force.) Mais nous ferons voir que cette méprise ne vient point 
du fond de la méthode, mais simplement de ce que New ton n’a pas 
tenu compte de tous les termes auxquels il fallait avoir égard; et nous 
rectifierons de cette manière sa première solution, dont aucun des 
commentateurs des Principes n’a fait mention. 

L'objet de cet ouvrage est de donner la théorie des fonctions 
considérées comme primitives et dérivées; de résoudre, par cette 
théorie, les principaux problèmes d'analyse, de géométrie et de 
mécanique, qu’on fait dépendre du calcul différentiel, et de donner 
par là, à la solution de ces problèmes, toute la rigueur des démons- 
trations des Anciens. • ■ .... 

I . ’ -V. * 
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EXPOSITION DE LA THÉORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES 
DANS L’ANALYSE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Développement en série d'une Jonction d une variable, lorsqu'on 
attribue un accroissement à cette variable. Formation successive 
des termes de la série. Théorème important sur la nature de 
ces séries. 


I. Nous désignerons, en général, par la caractéristique f ou F, 
placée devant une variable, toute fonction de cette variable, c’est- 
à-dire toute quantité dépendante de cette variable, et qui varie 
avec elle suivant une loi donnée. Ainsi f.c ou Fx désignera une 
fonction de la variablè x; mais, lorsqu’on voudra désigner la fonc- 
tion d’une quantité déjà composée de cette variable, comme x*, 
a -4- bx, etc., on renfermera cette quantité entre deux parenthèses. 
Ainsi £r désignera une fonction de x; f(x’), f(a-h bx) , etc., dési- 
gneront des fonctions de x*, de a -f- bx, etc. 

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes, 
comme de x, y, nous écrirons f (x, y), et ainsi des autres, 

Lorsque nous voudrons employer d’autres caractéristiques pour 
marquer les fonctions, nous aurons soin d'en avertir. 

Considérons donc une fonction fx d’une variable quelconque x. 
Si à la place de x on y met x -t- i, i étant une quantité quelconque 




Digitized by Google 


8 


THÉORIE DES FONCTIONS. 


indéterminée, elle deviendra f (x -f- i), et par la théorie des séries 
on pourra la développer en une série de cette forme 

fx-1 -pi -4- qP -4- rP -4- 

dans laquelle les quantités />, q, r, etc., coefficients des puissances 
de i seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction 
primitive x, et indépendantes de l’indéterminée i. 

2. Mais pour ne rien avancer gratuitement, nous commencerons 
par examiner la forme même de la série qui doit représenter le dé- 
veloppement de toute fonction £r, lorsqu’on y substitue x -4 - 1 à la 
place de .r, et que nous avons supposée ne devoir contenir que des 
puissances entières et positives de t. 

Cette supposition se vérifie, en effet, par le développement des 
différentes fonctions connues, mais personne, que je sache, n’a cher- 
ché à le démontrer à priori; ce qui me paraît néanmoins d’autant plus 
nécessaire, qu’il y a des cas particuliers où elle ne peut pas avoir 
lieu. D’ailleurs, le calcul différentiel porte expressément sur cette 
même supposition, et les cas qui font exception sont précisément 
ceux où le calcul a été accusé d’être en défaut. 

Je vais d’abord démontrer que, dans la série résultante du déve- 
loppement de la fonction f (x 1 ) , il ne peut se trouver aucune 
puissance fractionnaire de i, à moins qu'on ne donne à x des valeurs 
particulières. 

En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que 
des radicaux renfermés dans la fonction primitive fx, et il est clair en 
même temps que la substitution de x -4- i, au lieu de x, ne pour- 
rait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux, ni en chan- 
ger la nature, tant que x et i sont des quantités indéterminées. 
D’un autre côté, on sait, par la théorie des équations, que tout 
radical a autant de valeurs différentes qu’il y a d’unités dans son 
exposant, et que toute fonction irrationnelle a, par conséquent, autant 
de valeurs différentes qu’on peut faire de combinaisons des diffé- 
rentes valeurs des radicaux qu’elle renferme. Donc, si le développe- 
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ment de la fonction f(.r ij pouvait contenir un terme de la forme 


«/", la fonction Ce serait nécessairement irrationnelle, et aurait, par 
conséquent, un certain nombre de. valeurs différentes, qur serait 
le même pour la fonction f ( x -l-t), ainsi que pour son déve- 
loppement. Mais ce développement étant représenté par la série 


Cr 


pi -+- qr 


ui' 


., chaque valeur de Cr se combine- 


• n r” # 

rait avec chacune des n valeurs du radical y t m ; de sort# que la fonc- 
tion f (x -+- i) développée aurait plus de valeurs différentes que la 
même Jonction non développée, ce qui est absurde. 

Cette démonstration est générale et rigoureuse, tant que. x et / 
demeurent indéterminées; mais elle cesserait de l’ètre si l’on don- 
nait à x des valeurs déterminées ; car il serait possible que ces va- 


leurs détruisissent quelques radicaux dans Cr, qui pourraient néan- 
moins subsister dans f(x -I- i). Nous examinerons plus bas (chap. V) 
ces cas particuliers et les conséquences qui en résultent. 

Nous venons de voir que le développement de la fonction 
t (x-(-f) 11e saurait contenir, en général, des puissances fractionnaires 
de i ; il est facile de s’assurer aussi qu'il ne pourra contenir non plus 
des puissances négatives de f. 

Car, si parmi les termes de ce développement, il y en avait un de 
la forme m étant un nombre entier positif, en faisant i= o, ce 

terme deviendrait infini; donc la fonction f(x-t- t) devrait devenir 
infinie lorsque i = o; par conséquent, il faudrait que Cr devint infinie, 
ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières de x. 


5. Nous étant ainsi assuré de la forme générale du développement 
de la fonction f(.c-f- i), voyons plus particulièrement en quoi ce dé- 
veloppement consiste, et ce que signifie chacun de ses termes. 

On voit d abord que si l’on cherche dans cette fonction ce qui est 
indépendant de la quantité t, il n’y a qu’à faire t — o, ce qui la ré- 
duit à Ce. Ainsi ftr est la partie de f (x -i- i) qui reste lorsque la 
quantité i devient nulle; de sorte que f (r -4- / ) sera égale à Cr, plus 
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une quantité qui doit disparaître en faisant i — o, et qui sera par 
conséquent, ou pourra être censée multipliée par une puissance 
positive de et comme nous venons de démontrer que dans le 
développement de ï(pc -+- i) il ne peut entrer aucune puissance 
fractionnaire de i, il s’ensuit que la quantité dont il s’agit ne pourra 
être multipliée que par une puissance positive et entière de i: elle 
sera donc de la forme t’P, P étant une fonction de x et i, qui ne 
deviendra point infinie lorsque i = o. 

On aura donc ainsi 

• * % ‘ , 

f (jt — f— i) = £r -+• «P; 

donc f (.T -+-t) — £r = i P, et, par conséquent, divisible par V; la 
division faite, on aur^ 

p _ — Ce 

i 

Or, P étant une nouvelle fonction de x et i, on pourra de 
même en séparer ce qui est indépendant de i, et qui, par consé- 
quent, ne s'évanouit pas lorsque i devient nul. Soit donc /> ce que 
devient P lorsqu’on fait i — o, p sera une fonction de a’ sans t; 
et, par un raisonnement semblable au précédent, on prouvera que 
P = p ■+- iQ , /Q étant la partie de P qui devient nulle lorsque 
/' = o, et Q étant une nouvelle fonction de .r et i qui ne devient 
pas infinie lorsque i — o. 

On aura donc P — p = iQ, et, par conséquent, divisible par i ; 
la division faite, on aura 



Soit <j la valeur de Q, en y faisant i — o, q sera une fonction de x ' 
sans i, et la partie de Q, qui devient nulle lorsque i devient nul, 
sera, comme ci-dessus, de la forme «R, R étant une fonction de x et i, 
qui ne deviendra pas infinie lorsque i = o, et qu'on trouvera en 
divisant Q — q par i, et ainsi de suite. 
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On aura, par ce procédé, 

f (.r ■+• i) = f.r -h iPj P = p -+■ iQ, Q = 7 -4- /H , K = >* 4 - iS, : . . ; 

* ' ♦ * ' * • , ■ 

nonc, substituant successivement, 

. , f (x 4 - i) — fr 4 - il’ == fie 4- i/> 4- i’Q == £r -t- </> -+; i‘ ( / i’R = ... . ; 

4 'mt** J . • tÿF t ê « t j j , • - * % 

» • *. * ce qui donnera, pour le développement de f(x 4 - i), une série de 


la forme que nous avons supposée au commencement. 

w »,* * ’ * T • • «, • “ 

4. Soit, par exemple, fir = ^; on aura 


> 

i 


f (x 4- *) = 


x 4- ’ ' 


*•; i J 

donc 




M 

/p = 

1 I. 4 

p 

1 ■ 1 

* 1 

I + l' X X (x 4- 0 ’ 


x(x4ij! ^ x 4 ’ 

-J: 

;A , 

i , 1 . . *'• 

Q 

I I 

ft ‘ 

'0 — 

x(l+i) X* x'(x + !) 

— x'(x-4-i')‘ ^ x ,T 

■ r#i v 

iR = 

J I « 

R 

* I . I * # 

> 

x’(x4- *) x* x‘(j+ij ' 

x , (x4-<) - * x* ’ 

4 -7 ’f ' % # 

• A.- ,7 • ü « 


etc.; 


* J- <4 ■ 

■ ^n*. ■* ' r. 

* *” >1r,S 

ainsi on aura 


K 

1 V, . V V 


I I < 

1 

** I ‘ **' ’ 


\ 4 

a - 4- i x x(/4-i) 

.T> 

x* 1 X’(x4-i) ' : ; 


* - 


1 1 1 1 

X x’ - *"? x*(x -+-»)' 




A t * 




f *' 


comme il résulte de la division actuelle. 

Prenons encore pour exemple la lonction irrationnelle. \fx ou 


V »- ,*» aura donc 

•* - V a" • 


. r -V 


donc 


• a ».# 

V* 


fin = f ( x -+- ‘ ) = H-, 1 = \/- r ■+■ i 1’; 

’ i P = V-c -I- i — V^ — 


V / x~4'4- >Jx 


1 -jsrî^r 

4 ■ ' » ♦«•» » ¥ •••.-* • S ’ ■+ . ,»î. A. f- . 1 . ‘ • 

• % tJT « « •*, • » ^ - ▲* U • ▼ .• - fi 4 * • *■ 
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iQ=P-p^—=± 

\ i/x+î 

1 


v'x — <Jx+i 


■ fx , a v'x 2 yx(v'x 4- <4- v'x)_ 


O 


a v'x^v^x-f-i-f-Vx) 1 ’ 
1 


a^x(v^X+i'4-v'.r) 3 ^ Sxv'x’ 

/K = Q — y = -W/-- , 

• avxV'fr 1 vx4-'-t- V'x, |J / 


i i — ax4-2y' xy , x4 -/ 

a v'x 4x(y x 4- «4- \'x)* 

a vx_ 4x(^x+<+ v®* ’ 

R- — ~4~ **t~ 3 yx 

8x^x(v'x4-i’ 4- v'x)* 
etc. 




i6x* v'x ' 


De sorte qu'on aura, de cette manière, 
\Jxh- i = \J.r -h -—4 — - = y/x 4 


v'x 4- l'+\X 


a yx a yxfyjr 4-7 4 - yx, 1 


= yG? -+ 
= \/x 4 


V. 


r x 4- * 4- 3 v'x -, 


a v'x 8x v/x 8x y x (y7r4-i4- /r)* 


a v'x 8x^x i&r’v'x 

+ , 

(iette dernière série est celle que l’on trouve par l’extraction actuelle 
de la racine carrée ou par la formule du binôme. . 

o. Il serait difficile d’exécuter ces opérations sur des fonctions 
irrationnelles plus compliquées; mais, en faisant disparaître les irra- 
fionnalités par rapport à la quantité 1 , l’application de la méthode 
n’aura plus de difficulté. « 

Ainsi, en reprenant l’exemple précédent, on partira de l’équation 


y/.r -t - i = \/x 4- l’P, 

qui, étant élevée au carré pour dégager 1’/ de dessous le signe radical,' 
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devient, après la division par i, 

l = aP \Jt_ -b tP’; * 
faisant t*== o, P devient />, et l’on aura 


i3 


V * K 

■L» 1 ; •'l 


i = zp^jr; d’où P — 




V« ' 
♦ *t * / : •* 


» \ % 
* 


On fera donc P = p ~b <Q, ce qui étant substitué, on aura, après 
la division par i, 

*S 


o = y- -+- aQ \fx -b ^5 


V'x 


** V- ■ », .* * . ' 

B*sr«viv t *■ 51 


Faisant r’ = o, Q devient donc ou aura 


-j-, ■+- M l \l* — o; 


d’où l'on tire 




8 x\Jx 


On fera donc Q = q -+- r’R , et ainsi de suite. 


t -*>v 


On peut, à la vérité, trouver les valeurs de p , r/, r, etc., d’une 


manière plus expéditive , en faisant tout de suite l'équation 



yX -b i = \x 4- pi -b qP b rP -b ■ ■ ■ , 


tp 


l’élevant au carré pour dégager la quantité i de dessoas le signe, 
et comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances de i, 
pour que cette quantité puisse demeurer indéterminée, comme on 
le suppose ; mais la méthode précédente a l’avantage de ne déve- 
lopper la série qu’autaut que l’on veut, et de donner In valeur •« iP*'» 

exacte du reste.. En effet, si l’on voulait, par exemple, s’arrêter au , Jt. \ 
second ternie pi, on aurait Q i 1 pour la valeur du reste, et l’on pour- 

iU ’ 'mm —■ - - 

>■*: 


mit déterminer Q par la résolution de l’équation en Q. Dans 
l’exemple ci-dessus, cette équation est ■ 
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pt, pour la résoudre de manière que l'expression de Q ne présente 
pas la quantité^ au dénominateur, il n’y a qu'à faire Q = ce qui 
réduira l'équation à cette forme: 


4V(ax \/7i 


i 4 - 4** — o. 


d’où l’on tire 


V = — 4a- y/x — 2 r \/x ± 4-i' \x-+- ï ; 


\ vit - 

* V 




et comme Q ne doit pas devenir infini lorsque i — o (0*3), il faudra 
que V ne devienne pas nul dans le même cas: par conséquent, il 
faudra prendre le signe inférieur du radical; on aura ainsi 


V == — 2 \JC -f- i) 


. Je 


i ^ 


*/‘ v ' Pt de là 

V " i Q 1 

x"- 

•fjvt v t finFWi V l^> , v sj* 

-A * *r'v.j| 

a y'x (ax -t-i ) 4- 4* v x 4- i 

a vx(v / .r4-<4- s/xj’ ’é ** 


t, 
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comme plus haut. On en usera de meme dans tous les cas sem- 


blables. 
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G. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons 
exposée, consiste en ce qu elle fait voir comment les fonctions p > ij, « 
r, etc;, résultent de la fonction principale lx, et surtout en ce qu elle 
prouve que les restes fP, iQ, /11, etc., sont des quantités qui doivent 
devenir milles lorsque i=o; d’où l’on tire cette conséquence impor- 
tante, que dans la série f.r 4- pi 4- qi 3 4- ri* -+-•••« qui naît du déve- 
loppement de f ( r 4- /) , on peut tou jours prendre i assez petit pour 
qu’un terme quelconque soit plus grand que la somme de tous les 
termes qui le suivent, et que cela doit avoir lieu aussi pour tontes les 
valeurs plus petites de i. ’ ‘ ,- r 

Car, puisque les restes / P, /Q , /R , etc. , sont des fonction» de i qui 
Sÿ _ deviennent nulles par la nature même du développement , lorsque 

i= o, il s'ensuit qu'en considérant la courbe dont i aérait l’asbcisae 9 

ï{'. et l'une de ces fonctions l’ordonnée, cette courbe coupera l'axe g *' /■;} *ïd 
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l’origine des abscisses ; et. à moins que ce point ne soit un point sin- 


chapitre premier. 


i o 


PREMIERE PARTIE. 

gulier, ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières 
de x, connue il est facile de s’en convaincre avec un peu de réflexipn 
et par un raisonnement analogue à celui du n" 2, le cours de la 
courbe sera nécessairement continu depuis ce point; donc elle s ap- 
prochera peu à peu de l'axe avant de le couper, et s en approchera, 
par conséquent, d’une quantité moindre qu’aucune quantité donnée; 
de sorte qu’on pourra toujours trouver une abscisse i correspondant à 
une ordonnée moindre qu’une quantité donnée; et alors toute valeur 
plus petite de i répondra aussi à des ordonnées moindres que la quan- 
tité donnée. 

On pourra donc prendre i assez petit, sans être nul, pour que i P 
soit moindre que fx, ou pour que /Q soit moindre que />, ou pour 
que / Il soit moindre que q, et ainsi des autres; et, par conséquent, 
pour que / 3 Q 50k moindre que i/j, ou que f’R soit moindre que Pq,e te. ; 
donc, puisque (n° 3) 

/P= ..., «*Q = t’ijM- iV -+- . . . , i 3 R = /V-+- ..., 

il s'ensuit qu'on pourra toujours donner à i une valeur assez petite 
pour qne chaque terme de la série Cv -+- ip -+- i*q -V- t 3 r -+- . . . de- 
vienne plus grand que la somme de tous les termes suivants; et alors 
toute valeur de i plus petite que celle-là satisfera toujours à la même 
condition. 

On doit regarder ce théorème comme un des principes fondamen- 
taux de la théorie que nous nous proposons de développer ; 011 le 
suppose tacitement dans le calcul différentiel et dans celui des fluxions, 
et c’est par cet endroit qu’on peut dire qùe ces calculs donnent le 
plus de prise sur eux, surtout dans leur application aux problèmes 
géométriques et mécaniques. Les doutes qui pourraient rester sur la 
démonstration de ce théorème, parce que le procédé que nous avons 
employé pour trouver les restes / P, (Q , *R , etc., n’est applicable 
qu’aux fonctions algébriques, seront levés dans le chapitre V, où nous 
donnerons l’expression générale de ces restes et la manière d eu 
déterminer les limites. | 
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7. Il faut remarquer, au reste, que la méthode que nous venons de 
donner pour trouver successivement les termes de la série qui repré- 
sente une fonction de ,r -4- i , développée suivant les puissances de 
ne peut s'appliquer, en général, an développement d une fonction de .r 
et de i, qu’autant que cette fonction est susceptible d’être réduite en 
une série qui procède suivant les puissances positives et entières 
de /; car le raisonnement du n° 2, par lequel nous avons prouvé 
que toute lbuction de .r H- i est, généralement parlant, susceptible 
de cette forme, ne pourrait pas s’appliquer à une fonction quel- 
conque de x et i. Mais dans les cas où cette réduction est possible. . 
on pourra toujours appliquer à la série résultante du développement, 
suivant les puissances ascendantes de i, la conséquence que nous en 
avons tirée dans le numéro précédent, savoir , que la quantité i 
pourra être prise assez petite pour qu’un terme quelconque de la série 
soit plus grand que tous ceux qui le suivent, pris ensemble. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 


Fonctions dérivées; leur notation et leur algorithme. 


8 . Nous avons vu que le développement de f(x - 4 - i) donne 
naissance à différentes autres fonctions p, <y , r, etc., toutes dérivées 
de la fonction principale fr , et nous avons donné la manière de trou- 
ver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais pour établir une 
théorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la loi générale 
de leur dérivation. 

Pour cela, reprenons la formule générale 

f (a; - 4 - *') = fx - 4 - pi -f- qp -+ -ri* -4- .. . , 

et supposons que l’indéterminée x devienne x-t-o, o étant une quan- 
tité quelconque indéterminée et indépendante de <; il est visible que 
f(x -f- 1 ) deviendra f (x- -4- i -+■ o), et l’on voit en même temps que 
l’on aurait le même résultat en mettant simplement i -4- o à la place 
de i dans f (x - 4 - t). Donc aussi, le résultat doit être le même, soit 
qu’on mette, dans la série £r 4 - pi - 4 - qp - 4 - ri' - 4 - . . . , i+o à la 
place de 4 , soit qu’on y mette x -4- o au lieu de x. 

La première substitution donnera 

fx -H /> ( * -4- o) y ( i - 4 - o) 1 -4- r (i -4- o) s -4- ... ; 

savoir, en développant les puissances de i -4- o, et n’écrivant, pour 
plus de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance, 
parce que la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations 
dont nous avons besoin, 

fx* -4- pi -4- qP -4~ rP -4- sP -4- ... 

-4 -po-+- : iqio ■+■ 3 rPo ■+■ 4 sPo -4- 

3' éd. 3 
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Pour faire l’autre substitution , soient fx-4-f ^.o-t- p -h p'o -\- . . . , 

<7 rj'o r r'o ■+■ . . ce que deviennent les fonctions £r, p, 

y, r, etc., en y mettant x -t -a pour .r, et ne considérant dans le 
développement que les termes qui contiennent la première puissance 
de o, il est clair que la même formule deviendra 

fc -+- pi- 1 - qP -+- ri* -+- si' . . . 

-+- f'.r.o pin -f- q'î*o -+- r'i*o -+- — 

Comme ces deux résultats iloivent être identiques, quelles que soient 
les valeurs de i et de o, on aura, en comparant les termes affectés de o, 
de in, de i*o, etc., 


p—fx, 27 =/»', 3 r = 7', 4 ^ = 


Maintenant, de même que Cx est la première fonction dérivée de fr, 
il est clair que p' est la première fonction dérivée de p, que 7' est la 
première fonction dérivée de 7, r’ la première fonction dérivée de r, 
et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d’uniformité, on 
dénote par f'.r la première fonction dérivée de f.r, par f"x la première 
fonction dérivée de {'x, par f m x la première fonction dérivée de f ,, .i\ 
et ainsi de suite, on aura 


donc 

p = fx, 

et de là 

donc 

^ 2 2 

et de là 

donc 

ch 

11 

'b-|« 

II 

et de là 


r f ”x 

f ~4 

et de là 


, (“ x 


~~ a. 3 ’ 

I f*X 

* ~ a. 3. 4’ 


et ainsi de suite. 

Donc, substituant ces valeurs dans le développement de la fonction 
f (x i ) , 011 aura 

... .. a ■ f*x •» f*/, f "x . 

I(ï4-i) = £t+f X.l -\ 1 -4- — 5 1 H ~—ï * -p . . . . 

1 a.,1 a. 3. 4 
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Cette nouvelle expression a l’avantage de faire voir comment les 
termes de la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, 
lorsqu’on sait former la première fonction dérivée d’une fonction pri- 
mitive quelconque, on peut former toutes les fonctions dérivées que 
la série renferme. 


9. Nous appellerons la fonction £r fonction primitive, par rapport 
aux fonctions fx, fx, etc. , qui en dérivent, et nous appellerons 
celles-ci fonctions dérivées, par rapport à celle-là. Nous nommerons, 
de plus, la première fonction dérivée f'.r, fonction prime; la deuxième 
fonction dérivée fx, fonction seconde; la troisième fonction dérivée 
f w .r, fonction tierce, et ainsi de suite. 

De la même manière, si y est supposée une fonction de x, nous 
dénoterons ses fonctions dérivées par y', y" , y m , etc. , de sorte que y 
étant une fonction primitive, y' sera sa fonction prime, y " en sera 
la fonction seconde, y'" la fonction tierce, et ainsi de suite. 

De sorte que x devenant x -+-i, y deviendra 




r + r >i+ydL 


y 1 

2.3 


Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une 
(onction primitive quelconque, on aura, par la simple répétition des 
mêmes opérations, toutes les fonctions dérivées, et, par conséquent, 
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction 
primitive. 

Au reste, pour peu qu’on connaisse le calcul différentiel, on doit 
voir que les fonctions dérivées y', y", y", etc., relatives à x, coïnci- 
dent avec les expressions^» jj*j» , etc. 






!* 


* -Jî-4 ■ - - — — 


K 



x. 


V ifr-.-fi; 


3. 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

Fonctions dérivées des puissances, des quantités exponentielles et 
logarithmiques, des sinus, cosinus, et des expressions composées 
de ces fonctions simples. Équations dérivées. 


10 . Puisque tout se réduit à trouver la première fonction dérivée 
d’une fonction donnée, nous allons donner des règles générales pour 
la formation des fonctions dérivées des principales quantités qu’on 
emploie dans l’analyse. 

Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction 
dérivée f'.r d’une fonction donnée f.r de la variable x n’est autre 
ehose que le coefficient de i dans le premier tenue du développement 
de cette fonction , après la substitution de x -l- i à la place de i. Ainsi 
il ne s’agit que de trouver ce premier coefficient. 

Soit donc d’abord Ci- = sF, on aura 


f(*-+- *) = (*■+■*)"; .- • - 

i. • ^ • » . »• v 

or il est facile de démontrer, soit par les simples règles de l'arithmé- 
tique, soit par les premières opérations de l’algèbre, que les deux 
premiers termes de la puissance ni du binôme x-+-i sont mxF 'i, 
que m soit un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif; 
ainsi on aura h v j* • 

fx = nutF?' . 

De là on tirera de la même manière 






f"x = m (m — i) j' m 1 , r.r = m (ni — i ) (m — a) xF *, etc. ; 
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de sorte qu’on aura, par la formule générale du n° 8, 

(x -+- i) m — rruf" 1 ^ .r" ~ V 


ce qui est la formule connue du binôme, laquelle se trouve ainsi dé- 
montrée pour toutes les valeurs de rn. 

1 1 . Soit en second lieu ïx — a*, on aura 

f (*-H i) == €?” = «V; 


ainsi tout se réduit à trouver les deux première termes de la série 
de a‘, développée suivant les puissances de i. 

Soit, pour cela, a=i alors 

a- = (i -f- ft)' = i + ib + ô» -t- «(«- 1 ) 0-») /,»+ ; , . 

■ .^{i * «i' * «T . ■% v,. ' . . 

par la tormnle que nous venons de démontrer. Développant les pro- 
duits de i, i — r, i — a , etc., et ordonnant les termes suivant les 
- forment 



les deux premiers termes de la valeur de a' en série seront i -i- Ai; 
on aura, par conséquent, , 

J? . . 

On tirera de là, par la même opération répétée, .. \ 

fir ««= À.Aa* =s A J a% t^x== A 1 a*, etc.; 

. V-e*" .TA ». * •«' - ’ 

on aura ainsi *• . ' - 

I(ï + 1) == tt I+i = a 1 ^ i + Ai + ^ + + . . . 
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Divisant par a? , et changeant / eux, on aura la série connue 


fl 1 — I -H A.r -4“ 


A*x* 


AV* 


a. 3 


1*2. Si dans cette formule on fait ,r = i , on aura 


* A* A* 

(l — I -4- A -4- - — 4 t -4 - . . . , 

a a. 3 


et si l'on fait x — x * on aura 
A 


(l = I -4- l -4- - -f- — 5 4- — — -, ■+- .... 

a a. 3 a. 3. 4 


Ainsi la quantité a A est égale à un nombre constant, qui est la valeur 
de lorsque A = i ; et par la série précédente on trouve 


I 

n A = 2,71828 18284 5qo45 

' t ■ . 

C'est le nombre qu’on désigne ordinairement par e; de sorte que la 
relation entre a et A se trouve exprimée d’une manière finie par l’é- . - 

I 

quation a A — e, laquelle donne a = t ,A . 

Donc, si fx — e mr , on aura a = eT, A = m, et, par conséquent, 

f'.r = fV = m’e~, f.rv roV“, etc.; 


d’où l’on tirera, comme ci-dessus, 


' = 1 - 4 - mx - 4 - 


m x m Jr 

1 5 -» etc. 

a a. 3 




Or, dans l’équation y — a x , x est ce qu’on appelle le logarithme 
de y, a étant la base du système logarithmique, c'est-à-dire le nombre 
dont le logarithme est l'unité; de sorte que cette équation donne 

x = log y pour la base a. Par la même raison, l'équation n A = e 
donnera j = log e pour la base a , et A = log a pour la base e. 
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Dans le système des logarithmes ordinaires, la Iwse « a été prise 
égale à 10 , parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le 
calcul arithmétique; mais, dans l’analyse, on préfère, comme plus 
simple, le système dont la base est le nombre c; c’est le système des 
logarithmes de Néper, que l'on nomme communément logarithmes 
hyperboliques , parce qu’ils sont représentés par l’aire de l’hyperbole 
équilatère entre ses asymptotes, et on les désigne par la simple carac- 
téristique 1. Ainsi, on a A — la; par conséquent, la fonction prime 
de la fonction a? est exprimée par af\a (numéro précédent). 

Au reste, comme a = e A , on aura a — e'“ , et, par conséquent, 
a 1 — moyennant quoi l’on peut réduire toutes les exponen- 
tielles à la même base e. 

15. Soit, en troisième lieu, £r — log.r; on aura, par la nature 
des logarithmes, x — a u . Or, .r devenant x -f- i, £r devient 

f(.r -+- 1 ) = Cr -I- tf'.r -h - P'.r -f- * 

• . . •• i ‘ . * • «. ' . \ ' 

i* 

Faisant, pour abréger, o — if'x H — f "r l’équation u u 

* ’ * . ’ 
deviendra , en y mettant x -y i pour x r et £r -y o pour fr, 

' « > 

x -y i = a ,x *°= a ,T .a°; 

et, divisant cette équation par la précédente, ou aura 
i a*o* 

i -y - = a° = i Ao h — h . . . (numéro précédent) . .• 

Effaçant l'unité de part et d’autre, et divisant par /, après avoir sub- 
stitué la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puissances de », 

^ A= Cx -i- ^ (Af*x -f- A’f'x) -y 

» -j e 

La (|uantité i étant et devant demeurer indéterminée , il faudra que 
cette équation se vérifie indépendamment de cette quantité; par con- 
séquent, tous les termes affectés d’une même puissance de i devront 
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se détruire d’eux-mèmes, et former autant d'équations à part. On 
aura donc ainsi 

1 — Ar.r, Af".r 4 - A’f'.r = o, 

X 

et ainsi de suite. 

Donc, £r étant égal àlogx, on aura, en général, 

gt i i 

,l Ax xla ’ • ' 

et de là, parla formule générale du n° 10, on tirera 

f», 1 <■»_ 3 

» ï x'ia x la 


2.3 


f "x “ jp t etc . , 

x*la 


valeurs qui satisfont, comme l’on voit, aux différentes équations 
trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans la 

série Cr - 4 - if'x 4 - — f ff .r 4 - ..., on aura sur-le-champ 

* ‘ > ' * *< ■ ' 

à*,.; *' ï>y ' • • ... 

Faisant x — 1 , changeant i en x, on aura la formule connue 

t - - - « ' 

X’ XH 


X--+J-. 


* * 


log(i +.*)?= Va . 

9 ‘ \\ m f • . . ' • 

t • ( * 

Pour tes logarithmes hyperboliques où le = 1 , on aura simplement 

» >*'* * * * # »* # • ■ 

* ; Cr=Lr, „ f'x = - , etc. 


« » t 

14. Les sinus et cosinus d’angles considérés analytiquement ne 
sont que des expressions composées d’exponentielles imaginaires ; 
ainsi on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces ex]>o- 
nentielles. ", ‘ 

Soit donc, en quatrième lieu , f.r = sin.r; comme on a 
e ,*Cf_ e -,/=T 


Sin X : 


CO S X = * > 
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a5 


on fera 


fir 


— e-«V— 
i yj — i 


et l’on aura (n° 12), en mettant rfc \J — i au lieu de m dans e"“, 


f'x = 


* < * 

De même, en faisant 


fie = cos x = 


COS X. 


,yCT -x^-. 


on trouvera 


r,-‘ wg -»- ,P Vn_ 


sinx. 


Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sinx, cosx, on 
en déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées. 

En effet, puisque fx = sin x a donné f 'x = cos x, et que fx = cos v 
a donné f'x — ■ — sinx, on aura, pour fx = sinx, 

f'.r = cosx, f "x = — sinx, f w x== — cosx, f'’x=sinx, etc.; 

et pour fx = cos x, 

Px = — sinx, f "r == — cosx, f w x=sinx, f IT x = cosx, etc. 

’ ' x ' ^ m 

D'après ces formules, on aura sur-le-champ les séries 

W » » 

* . . . X. I* ., J* »* 

sin (x-M) =sinx4-tcosx sinx 5 cosx H — r-xsinx -+-... , 

a a . o a. ô . 4 

/ *\ . . - ~ ** i* . i* 

cos (.r 2= cosj: — i sin *r — — cos*r H 5 sm .r H — ■ cosx — ... ; 

' ' * a a.o a. j. 4 

A ' *.' *• ’ f , j , 

d’où, en faisant x = o, et changeant i en x, on tire les sériés connues 


. «.X* x 

sin x = x 1 -+ 


a.3. , s. 3. 4. 5 ‘ M 


cos x = i — 


1.3.4 


15. Les fonctions x-”, a?, U, sin x, cosx, que nous venons de 
considérer, doivent être regardées comme les fonctions simples ana- 
3* êd. • 4 
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lytiques d’une seule variable. Toutes les autres fonctions de la meme 
variable se composent de celles-là par addition, soustraction, mul- 
tiplication ou division, ou sont données, en général, par des équa- 
tions dans lesquelles entrent des fonctions de ces mêmes formes. 
\insi, connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous 
venons d’examiner, on trouvera aisément les fonctions primes des 
fonctions composées, et par les mêmes opérations répétées, on aura 
successivement les fonctions secondes, tierces, etc. 

Soient /j, q, r, etc. , des fonctions simples de .r, dont p', q’, r', etc. , 
soient les fonctions primes, connues par les règles précédentes, et sup- 
posons qu'on demande la fonction prime /'d’une fonction / composée 
de p , q, r , etc. ; on considérera que x devenant .r -t- 1 , y devient , en 

général, y y'i -b - — — -f- ... (n° 9). Or p, q, r, etc., deviennent en 

même temps p -f- p'i-\- ..., q -t- q'i -+- ..., r +r'i+ . . ., et ainsi 
des autres. Il n’y aura donc qu’à substituer ces valeurs dans l’expres- 
sion de r, développer les termes suivant les puissances de i, et le 
coefficient de i sera la valeur cherchée de y'. 

Ainsi, si y = ap -t- kq ..., a, b, etc., étant des coefficients 

constants quelconques, on aura sur-le-champ 

• * 

; t » t , 

y = ap -+- bq - 4 - 

Si y = apq, la quantité pq deviendra 

{p -4- ÿ/-f- ...) (q -b iq -h ...) = pq -4- i(p'q 4- q'p) -b-..;, 
donc 

y' — apq atf'p. 

Si y — apqr, on trouvera de la même manière 
y' = ap'qr aq'pr -4- ar'pq, 

et ainsi de suite. ' *. 

J 

Si / = la quantité - deviendra - • . *. •' 

; <7 1 ? 

p + îp'+ ‘ * 

rj+iq' 
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Développant le dénominateur en séries par les règles connues, on 

aura 



16. Soit, en général, y = f p, en regardant ip comme une fonc- 
tion primitive de p, sa fonction prime sera Cp; en sorte que p deve- 
nant p — f— o (j’emploie ici la quantité indéterminée o à la place de la 
quantité indéterminée i, qui désignera toujours l’augmentation indé- 
terminée de x), f p deviendra (n° 8) 

f p -+- ofp -f- f "p 

Or, p étant une fonction de x , lorsque x devient x -f- i, p de- 

vient (n° 8) p -f- ip' H donc faisant o = ip'-\~— p" ..., 

f p deviendra, par la substitution de x-\- i à la place de x t 

fp -4- ip’Cp -+- l -{p'*î"p -f- p v f'p) 

par conséquent, on aura 



d’oit résulte ce principe, que la fonction prime d'une fonction d’une 
quantité qui est elle-même une fonction d’une autre quantité, est égale 
au produit des fonctions primes des deux fonctions. 

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de (/, que 
nous désignerons par f(p, q)\ il s’agit de substituer x -y i à la 
place de x dans les deux fonctions p et tj. C)r il est visible que l’on 
doit avoir le même résultat, que l'on fasse ces deux substitutions 
à la fois ou successivement, puisque les quantités p et r/ sont regar- 
dées comme indépendantes. 

F.n substituant d’abord r + ia la place de ,r dans la fonction p, la 

4 - 
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(onction f (p, q), regardée seulement comme fonction de p, devient 

{ (p> 7 ) -+- { p' { '(p) -+- — ; 

j’écris simplement f '(p) pour désigner la fonction prime de f(p,q), 
prise relativement à p seul, q étant regardée comme constante. Substi- 
tuons maintenant x-\-i à x dans q , la fonction f (p, q) deviendra 
pareillement 

f(p, q) -+- ùj'i' (q) -+- ..., 

où f' (q) représente la fonction prime de f {p, q), prise relativement à 
■ y seul, p étant regardée comme constante. Quant au terme ip'î' (p), 
il est visible que, par cette nouvelle substitution, il se trouverait aug- 
menté de termes multipliés par / J , i ’, etc. Ainsi les deux premiers 
termes de la série provenant du développement def(/>, q), après la sub- 
stitution de x -H*pour.r,serontsimplement f(/»,y)-f-i[ p’?{p)-\-q'i'(q)\; 
de sorte qu’on aura 

y = p'f'(p) q'f'iq). 


Si y était une fonction de p , q , r, représentée par f (p, q , r), on 
trouverait de la même manière 


X'—pT(p) -+- q'f'(q) 


rT(r), 


et ainsi de suite. ' • 

t, > v '•i 

D’où il est aisé de Tifer cette conclusion génértde, que la kmction 
prime d’une fonction composée de différentes fonctions particulières 
sera la somme des fonctions primes relatives à chacune de ccs mêmes 
fonctions, considérées séparément et indépendamment l’une «le l’autre. 

Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les 
(onctions primes de tèùtes sortes de fonctions, ainsi que les autres 
fonctions dérivées des ordres supérieurs. 

Ainsi, en supposants X une (onction quelconque de x, les fonctions 
primes de X"\ /X, «\ sin X, eos X, etc., seront 


mX' 


V X’ ‘ 


X1«, V J 


*■§? 


i* 

cosX, — X'sinX, 




etc. , 
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et leurs fonctions secondes 


2 9 


— i)X” , - , X”, J — « x 'X"l«-+-n x X ,, (l«)’. 

X"cos X — X'* sin X, — X"sin X — X' 5 cos X , etc. , 

* . » e 

• • . •» lw 

et ainsi de suite. 

17 . Mais la fonction y pourrait n’ètre donnée que par une équa- 
tion quelconque entre x et y. * ■ 

Représentons cette équation en général par F (x, y) = o, on aura, 
par la résolution, ) - égal à une certaine fonction de x, que l’on pourra 
désigner par là;; de sorte qu’en substituant tx pour y dans la fonc- 
tion F {x, y), elle deviendra F (x, fr) , fonction de æ seul que nous 
désignerons par <px. Cette fonction de <p.v devra donc être nulle, quelle 
(pie soit la valeur de x ; donc elle le sera aussi en mettant x~hi pour x, 
quelle que soit la valeur de i. Mais, par cette substitution, <px devient 

«.r-4- ùf'x-h — <p*ïc donc, pour que i puisse être une quantité 

quelconque, il fendra que l’on ait séparément les équations <px <>, 
q'x = o, <p"xr— o, etc., dont la première est l’équation donnée, la 
seconde est sa fonction prime, la troisième sa fonction seconde, etc. 
«Or; puisque fx = F(-r, fir) = F (.ï, y) , <p'x sera la fonction prime 
de F (x, y) , y étant regardé comme fonction de x , et par le principe 
établi dans le numéro précédent, cette fonction prime sera' exprimée 
v par F'(<i’)-f-y'F'(y), k en désignant par F'(x) et F '.(/). les fonctions 
primes de la fonction F (x, y), prises relativement à r seul et à y seul. 
Donc l’équation F (x,y) = o donnera ' *. 

4 ? F'(x) -t- v'F'(r) =o; 

d’où l’ojb.tire ■ > . „ 

' M*) \ : 

T r) 




Ayant ainsi la valeur de la fonction prime y' en fonction de x et y, on 
aura celle de y", en prenant la fonction prime de cette fonction , et 
ainsi de suite. \ ; > * ' > 
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Il résulté de l’analyse précédente ce principe : 

Lorsqu’on a une équation quelconque entre deux variables x, y, 
l'équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses 
tenues, ainsi qu’entre leurs fonctions secondes , etc. Mous appelle- 
rons ces nouvelles équations, équations dérivées; et en particulier, 
équations primes, équations secondes, etc., celles qu’on obtient en 
prenant les fonctions primes , secondes, etc. 

Si l'équation ne contenait qu’une seule variable qui dût demeurer 
indéterminée, ce qui a lieu dans les équations identiques, le même 
principe subsisterait, et l’on aurait également une équation prime, une 
équation seconde, etc., qui seraient aussi identiques. 

Les leçons III , IV, V, VI et VII sur le calcul des fonctions 
renferment un commentaire sur le» principaux points que nous 
venons de traiter dans ee chapitre; on y trouvera des développements 
utiles et importants, et des applications nouvelles. 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 

* 

Digression sur la. manière de déduire les séries qui expriment les 
exponentielles, les logarithmes, les sinus, cosinus, et les ares, de 
simples considérations algébriques. 


18. Les séries qui représentent les quantités exponentielles et loga- 
rithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus, ont été trouvées d’abord 
par te calcul différentiel. Halley est, je crois, le premier qui ait 
imaginé de déduire celles de» exponentielles et des logarithmes de la 
formule de Newton pour les puissances du binôme (Transactions phi- 
losophiques, n° 21 fi), en employant ia considération de l’infini on de 
l’ infiniment petit. Cette méthode a été suivie par Euler, et étendue aux 
sinus et cosinus, dans les chapitres VII et VIII du premier tome de 
son Introduçtio in Analysis, etc. Mais quoiqu’elle puisse être admise 
en analyse, on ne saurait disconvenir qu’elle n’a pas l’évidence, ni 
même la rigueur qu’on doit désirer dans les éléments d'une science, et 
nous croyons qu’on nous saura gré de nous écarter ici un moment «Je 
notre marche, pour donner une démonstration des mêmes formules, 
fondée aussi uniquement sur celle du binôme, mais dégagée de toute 
considération de l’infini. Nous donnerons même à ces formules une 

A , 

généralisation qui servira à rendre les séries aussi convergentes que 
l’on voudra dans tous les cas. 

Considérons l'équation générale y — a*, dans laquelle x est le 
logarithme de y pour la base a ; mettons à la place de a, i -+- a — i , 
ce qui est la même chose, et ensuite à la place de (i -t -a — i) x , 

X 

f(i -+- a — i )" J ", ce qui est encore la même chose que n x ; on aura 

X 

y = [(l+fl-l)’] : , 
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/? étant une quantité quelconque qui disparaît d’elle-mème dans la 
valeur de y. « - 

Je développe maintenant le binôme { i -H a — i )" dans la série 

, j , k n(n — i)/ n(n — i) (n — a), , 

if* '* ‘ 

et j'ordonne les termes suivant les puissances de n; j’aurai 

, 3 # > ' » — 1 )" = 1 -+- An BnV-4- . . - , 

•f-4 * *** . * . 

les coefficients A , B, etc. . étant donnés en a; et il est aisé de voir que 
l’on aura d:abord •» *•*£ . ;%». ... *'.•<, 

“ï * * T . •; • 

.. , ' • . s* » • a 3 0 

• ’* • i • ( , 4 ^ « 

cette quantité A étant la inertie que celle du n” 11. A l’égatd des 
autres coefficients, nous n’aurons pas besoin de les chercher, puis- 
qu’ils disparaîtront du calcul, comme on va le soir. 

Faisant cette substitution, nous aurons • , . ., 

' ( 4 ■ j* ; .. • / ■ ■ • ‘ n ’ • 

■•f.-y — ( r-f- An -+- Bn* -t-...)*. , 

#. - z > :Z*'\ • d \ t 

et, développant à la manière du binôme, il viendra < * 

* ifc» N' 

.Y =f 1 '+* (An + B ”’ -•* • ••') «4- (An -H B«» -t-, . .)’ 

1 ’* •/ w , * « •' -V ‘A * 

. : . • v t %3n*..' +•••) .4- 

t . t t ’■ . * • * v w 

savoir, en effaçant les puissances de n communes aux numérateurs et 
aux dénominateurs, ^ ‘ »-U 

’) t ■ *. * V 

j j= y -h x ( A h- Bn -+- « .) -+- • r ( J ~ n i 


-+- Un -h ...)’ 


“H i . - ' 


v 


Maintenant, comme la quantité n est arbitraire et doit, par la 
nature même de la fonction /, disparaître de l’expression de cette 
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fonction, il faudra que tous les termes multipliés par chaque puis- 
sance de n se détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun compte 
de ces termes qui doivent disparaître d’eux-mêmes, quel que soit «, 
on aura simplement 

x . x'A' x*A' 

Y = a 1 — 1 +ïAh 1 z — f— . . . , 

• t - . a a. 3 

comme plus haut (n° 11 ). 

19. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour cela , 
nous mettrons l'équation a x = y sous la forme 

(i -+- a — i)“= (i -I -y — !)", 

.-y, P , * 

qui est identique avec la précédente, et où n est encore une quan- 
tité quelconque à volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur 
de x en r. 

. p J s ■ 

Développant les deux membres à la manière du binôme, on aura 


, nx(nx — i) , 

i -hnx(a — i)h i (a — i ) 1 

J 2 

* y? 


nx( nx— i) (nj— a) , 

ja.3. ' ' 


= i -+- «( y*» 4-4- n ^ l) (y — *)*-4- (.r — 0 * ■+■ 

■ ■ / * , » <■* * , 

~ \ ■*, • 

savoir, en effaçant l’unité de part et d’autre, et divisant par « , 

, gfrur—'Q , ^ i) («x — a ) . | 

' ’ i. 3 ' 


x(a^) 


A 2 

n — r y 


= (.)— «H- 0* -+- ( — - 1) 3 -+- .... 




Or, n étant, comme nous l’avons déjà dit, une quantité entière- 
ment arbitraire et qui ne dqit pas entrer dans l’expression de x en r, 
il faudra que les termes multipliés par les différentes puissances de n 
se détruisent d’eux-mêmes, en sorte qu’il ne reste qUe ceux où n 
n’entrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes 
sans n, l’équation suivante, dans laquelle j’emploie, pour abréger, la 
quantité A déterminée ci-dessus, 

xa=(j— t) —{V 


3* éd. 


5 
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.r = logj = Cr-.)-K.r-y+iO-O t — -, 

formule connue, et qui s’accorde avec celle du n“ 13, A étant égal 
à lu. 


Î20. Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nombre 
)', dont elle donne le logarithme, est peu différent de l'unité; aussi 
n'est-elle d’aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. 
Voici un moyen de la rendre convergente pour tous les nombres. 

Il est évident que l’équation fondamentale r = a 1 peut se changer 
en celle-cr, y m = n "' x , m étant un nombre quelconque entier ou frac- 
tionnaire. Kmployant donc cette dernière formule à la place «le l’autre, 
il n’y aura qu’à changer dans celle-ci y en y m et .v en nt.r. On aura 
ainsi, en général, 

0— ;(y— O’-HC.r'"— -I)*— -v 

y — — ...i ’ 


où l’on pourra prendre pour m une fraction - , telle que \/y soit 

toujours un nombre aussi peu différent de l'unité que l'on voudra. 

Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de y ne 
contienne que l’unité avant la virgule, et qu'après la virgule, il y ait 
v zéros; alors, si l’on s’arrête à a s décimales, il est visible que le terme 
( r" — i )*, et, à phis forte raison, les termes suivants, ne donneront 
rien; de sorte que l’on aura simplement, dans 6e cas, 


r" — i Jy — I 

lo g- y =^ =rî 4— 

De la même manière, on aura aussi, sous les mêmes conditions, 
A = la = r(y/« — i), 


et, par conséquent. 


log.r = V— ■ 


yo— i 
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C’est par cette formule que Briggs a calculé les premiers logarithmes. 
Il avait remarqué qu'en faisant des extractions successives de racines 
carrées d'un nombre quelconque, si l’on s’arrête dans une de ces 
extractions, à deux fois autant de décimales qu'il y a de zéros à la 
suite de l'unité, lorsqu’il n’y a plus que l'unité avant la virgule, la 
partie décimale de cette racine se trouve toujours la moitié de celle 
de la racine précédente, en sorte que ces parties décimales ont entre 
elles le même rapport que les logarithmes des racines mêmes ; c’est ce 
qui résulte évidemment des formules précédentes. 

Ainsi, en prenant r = 2", on trouve, pour a = 10, 


y/â = 1, 00000 00000 00000 00199 71742 08126 5 o5u7, 

- = o, 0000e 00000 00000 00086 73617 37988 40,354; 

* • . • . 

de sorte que 

86 7 36. 7 3 7 9 88 4o 354_ ,3, // w 35 

.997.74208.153^ — °’ 4J4a 9 44019 • • • 


I 1 

7 - X VT 


=r=è =l °g e ' 


Si maintenant on veut avoir, par exemple, le logarithme de 3 . 
on fera y = 3 , et, employant de même 60 extractions de racines 
carrées, on trouvera 


— •» 

7 

et de là 


00000 00000 00000 00095 289.4» 64o 7 4 5893». .., 

• v > ■*, * 



93289426407438932... 
1 997 ■ 74208 1 23 5 o 5 27 . . . 


— 0,4771» 1 2 54 " 19662.’... 


(iette méthode est, comme 011 le voit, très-laborieuse, par le grand 
nombre d’extractions de racines qu'elle demande pour avoir un ré- 
sultat en plusieurs décimales ; mais la formule générale que nous 
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avons donnée ci-dessus pour l'expression de x en y sert à la sim- 
plifier et à la compléter ; car, quel que soit le nombre y , il suffira 
d’en extraire quelques racines carrées, jusqu’à ce que l’on parvienne 

à un nombre y m ou \Jy, qui n’ait que l’unité avant la virgule; alors 
les puissances de y m — i seront des fractions d’autant plus petites, 
qu elles seront plus hautes, et, par conséquent, la série deviendra 
assez convergente pour qu’il suffise d’en prendre un petit nombre 
de termes. 

21. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche des 
séries qui expriment le sinus par l'arc, ou l’arc par le sinus, et pour 
lesquelles on emploie aussi (comme l'a fait Euler dans le même 
ouvrage) la considération de l’infiniment petit et de l'infini. 

En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication des 

angles cos nx -+- sin nx y/ — i = ( cos .r -t- sin .cy/ — i) , on a réci- 
proquement 

{ . ' 

cos x -+- sin x y/ — i = (cos nx -y sin nx y/— 1 i 

«• , J 

où le nombre n peut être quelconque. 

Maintenant, quelle que soit l’expression de sin x en série de 
l’arc .r, elle ne peut être que de la forme A.r -+- lir J -+- ...; car, 
puisque le sinus devient nul lorsque l’arc est nul, il est visible que 
cette expression ne doit contenir aucun terme sans x. Or, comme 

cos .r = y / 1 — (sin.r*), on aura 

» * ‘ 

cos x = y i — AV — i ARr 5 ,,.) = r — -+- . ' . 

Les coefficients A, B, etc., sont censés indépendants de l’arc x\ par 
conséquent , ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant 
donc nx pour x , on aura pareillement 

. . i* • • . 

n*A*x s 

sin nx — nAx -f- «'Rr 1 -f- ... et cos nx = i H 

. 2 


Digitized by Google 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE QUATRIEME. >7 

Donc l’équation précédente deviendra , 

cos x -f-sinx^— i =|^i -+-«Axv/ — i -+- n 5 ^B\/ — i — x'-p- ...J • 

Développons le second membre à la manière du binôme, eii fai- 
sant, pour abréger, 

» y ’ * '< 

X «= A.r\/— i-(- n^By/ — i — ^-^x’.-p ..., 
on aura •' • 

cos x -p «in jé ^ — i = f-+- - («X) -4- -~~ï" (nX)’ 


fa (i— n)(«— a») 
a ti.n' 


(«X ...= I -4- X -+- 


a 


. ('-?)('-“)vi , . * ■ w * - 

, H a.3 ' “*■•••.• 

Comme les valeurs de sin x et de cos x doivent être indépendantes 
du nombre arbitraire n, il s’ensuit que tous les termes du second 
membre qui se trouveront multipliés par une même puissance «le n 
doivent se détruire d’eux-mêmes. Ne tenant donc compte que des 
termes où « ne se trouvera pas après le développement, il est aisé 

de voir que la quantité X se réduira à son premier terme Ax \J — 7 , 
et que les coefficients des puissances de X se réduiront à i , - , ^ , etc. ; 

«le sorte que l’on aura simplement 

*♦ * % 

> cos x* -+- sin x\/ — i = i -H Ax V — i -t- ^ (Ax y/ — i )' 

- • "*) 

En effectuant les puissances de — i , et comparant les parties 
réelles des deux membres ensemble, et les imaginaires ensemble, on 
aura 

. A’x* A*x* 

sin x = Ax 5- h — 5-T-s — . . . , 

a.3 a.3. 4- 5 ’ 

• _ AV AV _ 

a "^a-ï^ 
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22 Pour avoir de même la valeur de x en sinus et cosinus de .t\ 
il n'y aura qu’à reprendre la formule fondamentale 


cos n.v 


sin n.i 


V- 1 = ( 


cos .r -4- sin x y' — i 


r. 


dans laquelle on mettra, à la place de sin «.r et cos nx, leurs valeurs 

w’A’x* , * 

eu sérié «A a 1 -4- «MU 3 , etc., i h . .. , et l’on développera 

la puissance n du second membre. On aura ainsi 


i /»A.i'V — t B y — i — y ^x J -4- ... 

•f sinx. ’ “ n ( n — O/sinx./ “V 

= (cosxi V — i -t-— V — i ) -4- ... • 

eosx a \cosx * • / 


Or 


smx , 

= tane x, cos x = V i — sinx : 

cosx ° T 


donc 

- » • . 

\lt ! • 1\-1 « • J »(« 2) • , 

(cos x) = ( i — sinxT =i — - sin x -4- 81,1 c — 

i _ . > 

Substituant ces valeurs, la quantité n ne se trouvera plus que dans les 
coefficients, et ordonnant les termes suivant les puissances de cette quan- 
tité, le second membre deviendra de cette forme i4-«P4-n 1 Q4- ...,. 
en faisant, pour abréger. 


P = tang x y — i — \ (tangx y — i £ tang xjy — i )’ — .... 

— i sin x * — -j sin r* — £ sin r* — .. . , 

Q = ï(tangxv^~ïy -4- ...; 

effaçant l’unité des deux membres, et divisant toute I équation par n, 
elle deviendra • 

Axy — i -4- n — i — j-^x a -4- .... = P -4- «Q -+- 

et comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité n, qui 
doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui contiennent 
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les differentes puissances de n se détruisent d’eux-mêmes; ce qui la 
réduira d’abord à \x y/ — 1 = P ; savoir, en développant les puis- 
sances de tang ,ry — i , 

A# y/ — i = (tang x — j tang.r* -f- j tang .r‘ — . . .) y/ — i 
-t- { tang x* — j tang .r* •+• ~ tang .r* — ... 

— | sin x 1 — i sin r* — r j sin.r* — — 

Comme on peut prendre le radical y/ — i en plus ou en moins, il 
est visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins, et 
soustrayant les deux équations l’une de l'autre, on aura, après avoir 

divisé par 2 Ay — i , 

_ Ung -r— (ungx J -+- ; tanga:' — .... 

A 

■ '-5 S • *. 

Au reste, il est visible que l’équation trouvée au n° 21 , 
eos.r-4- sin# y/— 1 = i -t- A#y — i - 4 - ‘-(A.ry/ — i) 

. 

se réduit directement à celle-ci, 

cos # -r- sin x \ — i = n* v ~ , 

par la formule du n“ 1 1 , en prenant pour a une quantité dépendante 
de A, comme nous l’avons déterminée dans ce même endroit, c’est- 
à-dire, en sorte que a = e K , e étant un nombre donné qui est la base 
des logarithmes hyperboliques. 

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus 
et ensuite en moins, les expressions connues de sin.r, cos.r, en 
exponentielles imaginaires, 

a z<T--ï — a — aX yzr_ ) _ a _xvCr. 

sin x — 7=- » cos x — » 

. a v — ' - - 1 
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et, passant des exponentielles aux logarithmes. 

rlrt ^ — i =l(cos.r-+-sinxy^ — i) = lcoso'-4-l(i-t-tang.ry^ — i), 

ou bien, en prenant successivement le radical en plus et en moins, et 
soustrayant une équation de l'autre, 

^ i i | 1-4-iang xy'— i _ 

1“ — i i — tang x y — i ’ 

d’où l’on peut déduire les séries trouvées ci-dessus, en employant les 
développements des exponentielles et des logarithmes exposés dans 
les n°* 18 et 19. 

Mais il y a ici une remarque importante à faire ; c’est que dans les 
formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a, étant 
arbitraire, le système de logarithmes peut être pris à volonté, au lieu que 

dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle, de module -~ 

• A 

41 ' V y* • i « 

est égal à l’unité, ce qui donne pour la base le nombre e, dont le loga- 
rithme hyperbolique est l’unité. Ainsi, celles-ci né sont qu’un cas par- 
ticulier de celles que nous avons trouvées, mais cette particularisation 
est nécessaire pour qu’elles soient applicables au cercle, comme nous 
lallons démontrer. 

23. T ont se réduit à prouver que, dans l’expression de sin x en 
série, le premier terme doit être simplement x, au lieu que nous 
l’avons supposé, en généra), A.r (n° 2 1 ). En employant la considéra- 
tion des infiniment petits, cela est évident; car on voit que dans le 
cercle, le sinus, à mesure qu’il diminue, s’approche dè plus en plus de 
l'arc, jusqu’à s’y confondre dans l’infiniment petit. Ainsi, en supposant 
l’arc x infiniment petit, on a sin x=*x; par conséquent , A — I . 

Mais, comme nous avons cherché à rendre notre analyse indépen- 
dante de la considération des infiniment petits, nous devons aussi en 
affranchir la démonstration du point dont il s’agit. 

Pour cela, nous ne supposerons que le principe établi par Archi- 
mède, que le sinus, qui est la moitié de la corde de l’arc double, est 


• , . Digifized by Google 


4i 


, ‘ PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE QUATRIEME. 

' . ■ i v * . 

moindre que L'arcanquel il répond, et que la tangente est plus grande 
que ce même arc. Nous aurons ainsi sin x < x et tang .r > .r; or, 

> x, et de là 


sin X sin X sin x 

comme tang x = — = , ■ ■■■: , on aura - 7 - - — - ■ 

Vi — sinx* v'i — sîdx' 


cosx 
* . 


sin x > ' j==_ , • Employant donc l’expression de sin .r en série trouv ée 
dans le n° 21 , il faudra que l’on ait, quelque petit que soit l'arc x. 


\x 


A‘x> 


A‘x* 


2.3 à.3.4.5 

I . 

Donc aussi, en divisant par .r, 

A*x‘ 


A — A, ' ^, 


a.3 ^ 2.3.4. 5 " 


< .c, > 


< 1 , > 


yi + x' 


/ i + x* 


Comme 


'vf; = ■ ‘ ^ t et que \J 1 -+- x 3 > 1 ", il est clair que 
- ■■■ - > .* , ) et en même temps on voit que — — , > 1 — r’ , car la 

^I + X* >+ r * M I-f-X* 

, * X k ** * ' I 

différence est ainsi la quantité qui est plus grande que 

sera, à plus forte raison, plus grande que 1 — x a , de sorte que l’on 
pourra réduire l’espèce d’équation d’inégalité ci-dessus à cette forme 


A*x* - A‘x‘ 


2.3 2.3.4. 5 


• •< l, > I, — x 9 . 

< . » 

■4* # * 


A* j* • . r ' , 

Or, en prenant x tel que -j-y soit < 1 , il est visible ijue la série 

A*x’- A 1 !*--* 

A 5- -(- ... sera convergente et < A , mais > A v> parce 

* ’i ’ T r j -X 

qu’en ajoutant ensemble le second et le troisième terme, le quatrième 



n Aura que 

•• •■ . • ■ _ *» • 

positives. Donc, x étant supposé < j- > on aura, à plus forte raison, 

» AV 


2.3 


< 


et 


A > 1 — x* ; 


3* ëd 
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par conséquent, 

A > i — x* et < i -H 

ce qui devant avoir lien, quelque petite que soit la valeur de x, il 
s’ensuit que l'on aura nécessairement A = 1. En effet, si A =i-+- /, 
i étant une quantité quelconque très-petite positive, il n’y aurait qu'à 

prendre x tel que < h et alors la condition de A < 1 -f* 

n’aurait plus lieu. De même, si A = i — i, il n’y aurait qu’à prendre 
x* < t, et l’autre condition A > i — x 1 serait en défaut. Donc on a 
nécessairement A = i dans le cercle; par conséquent, a — e, nombre 
dont le logarithme hyperbolique est l’unité (n° 12 ); ce qui fait rentrer 

nos formules dans les formules connues pour les fonctions circulaires. 

‘ v 

* • , 

. ' - ’* '» 

* * 
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CHAPITRE CINQUIÈME. 

Du développement des fonctions , lorsque l'on donne à la variable une 
valeur déterminée. Cas dans lesquels la règle générale est en 
défaut. Des valeurs des fractions dont le numérateur et le déno- 
‘ minuteur s' évanouissent en même temps. Des cas singuliers où le 
développement de la fonction ne procède pas suivant les puissances 
positives et entières île V accroissement de la variable. 


24. Les méthodes que nous venons de donner pour le dévelop- 
pement de la fonction l'jVr -f- t) supposent que ce développement est 
de la forme 



- , • ;> • 

il est donc nécessaire, avant d’aller plus loin, d’examiner quand et 

comment cette forme pourrait être en défaut. . 

Nous avons déjà démontré plus haut ( n"' 2) que cela ne peut 
arriver que lorsque l’on donnera à a: une valeur déterminée, telle 
qu elle fasse disparaitre dans la fonction f.c et (Luis toutes ses déri- 
vées, quelques radicaux. Or un radical ne peut disparaitre dans une 
fonction que de deux manières, ou parce que la quantité qui multiplie 
le radical devient nulle, ou parce que le radical lui-mèine devient nul. 

Dans le premier cas, il est clair que, le radical disparaissant dans £c„ 
il pourra ne pas disparaitre dans f’.r, f".r, etc., ou bien que, dispa- 
raissant à la fois dans t’r, f'.r, il ne disparaîtra pas dan» f".r, f w x, etc., 
et ainsi du reste, parce que le radical acquérant des coellicients diflfé- 

6 . 
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rents dans les fonctions dérivées, ces coefficients ne peuvent pas de- 
venir tous nuis par la même valeur supposée de la variable. 

Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical 
disparaîtra nécessairement dans toutes les fonctions £r, fa', f".r, etc., 
à l’infini, puisque c’est la quantité radicale elle-même qui est supposée 
s’évanouir pour une valeur donnée de la variable x. Mais l’évanouis- 
sement du radical ne pouvant plus avoir lieu dans la fonction f (x 4-i) , 

où i est une quantité indéterminée et indépendante de x, il s'ensuit 

|1 

que la série fr -+- iî'x H — f.v qui représente le développe- 

• : : . _ v 

ment de cette fonction, deviendra fautive par l'absence du radical 
qu’elle doit contenir. 

Donc cette série sera légitime dans le premier eas, et ne le sera pas 
dans le second . 

25. Soit y = £*' » et P ai ' conséquent, en prenant' les fonctions 
prime, seconde, etc. , y' = f'.r, y" — f".i-, etc. Supposons que, pour 
une valeur donnée de .r, il disparaisse dans fa - un radical, lequel ne 
disparaisse pas dans f'.r; il est clair que, pour cette valeur de x, la 
fonction f'.r devra avoir un plus grand nombre de valeurs différentes 
que la fonction fr, si raison du radical qui se trouve dans f'.r et qui a 
disparu dans fr; d’où il s’ensuit que la valeur de y' ne pourra pas être 
donnée par une fonction dé x et j qui ne contiendrait pas ce- radical. 
Cependant, si dans l’équation y — fr on détruit qe même radical par 
l’élévation aux puissances, et que l’équation résultante soit repré- 
sentée par F (x, y) = o, son équation prime donnera généralement, 
comme nous l’avons vu au n° 17 , 



« ’• ' ' • y 

Donc cette expression sera en défaut-dans le cas où l’on donnerait 
à x la valeur en question, ce qni ne peut avoir lieu qu’autant que les 
quantités F'(ar) et F '(.y) seront l’une et l’autre milles à la fois. Ainsi, 
dans le cas dont il . s'agit, l’expression de y' deviendra égale à zéro 
divisé par zéro; -et réciproquement, lorsque cela arrivera, ce sera une 
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marque que la valeur correspondante de x aura détruit dans te un 
radical, sans le détruire dans f'x.. , 

Pour avoir, dans ce cas, la valeur de y', il ne suffira donc pas 
de s'arrêter à l’équation prime de F (x, y) — o, laquelle, étant 
y' F' (y) -f- F' (a) = ô, aura lieu d’elle-mênie, indépendamment de 
la valeur de y'\ mais il faudra passer à l’équation seconde, que l’on 
trouvera par les mêmes règles de cette forme w •. 

r" F'W +y'* f ty) -+- ar'F* (y) (x) U- F'>) = o, 

en désignant par F" ^*) et F" (x) les fonctions primes de F' (y) et 
F' (x) , prises, la première, relativement à y seul , et la seconde, relati- 
vement à x seul, c’est-à-dire les fonctions secondes de F (y, .r), 
prises relativement aux mêmes variables isolées, et par F" (y) (x) la 
(onction prime de F' ( y), prise relativement à x, ou la fonction prime 
de F'(x), prise relativementà y (ces deux fonctions étant la même 
chose, comme il est facile de s’en convaincre, et comme nous le dé- 
montrerons plus bas, lorsque nous traiterons des fonctions de plu- 
sieurs variables), c’est-à-dire la fonction seconde de F (y, jr) , prise 
relativement à y et à x. 

Cette équation donne généralement la valeur de y"; niais, dans le 
cas proposé, la quantité F' (y) devenant nulle, le terme qui con- 
tient y * disparaîtra, et l’équation restante sera une équation du second 
degré en y' Y par laquelle on déterminera la valeur de r', qui sera, 
par conséquent, double. 

‘26. Soit, par exemple, fr = (x — «) y.r — b, en sorte que l’on 


ait l’équation 


on aura 


y — (r — a) y/.r — b, 


fx z±z y' = y/.r — b -f- 


ayjr — b ’ 


faisant x — a, on a 

î 


y = o, y 


' = y.r — b — y/à — b , 
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où l’on voit que le radical disparaît dans la valeur de y, mais non 
pas dans celle de y', en sorte que la valeur de y est simple, et celle 
de .y' double. . . • 

Maintenant, si l’on réduit l’équation proposée à cette forme ra- 
tionnelle y* — (.f — «)’ (x — h), et qu’on en prenne l’équation 
prime, on aura 

a yy l — 2 (.r — a) (x — b) -y (x — «)*; 

d'où l’on tire 

j a(x — «)(x — h)-\-(x — a)' 

.> . ay 

* 1 l » 

l 

Taisant x = a, on a y’ = ” ; passant donc à l'équation seconde, on 
aura • ; 

a y'* -h iyy" = 4 (x — a) -y 2 (x — b). 

• • : 

Ici j* = a donne, à cause de y — o dans ce cas, 

a y'* = a (x — b) — 2 (a — b) ; donc y' = y/n — b, 

comme plus haut. 

11 serait possible, au reste, que la même valeur de x, qui détruit les 
termes de l'équation prime, détruisît aussi ceux de l’équation seconde; 
alors il faudrait passer à l'équation tierce, laquelle, par la destruction 
des termes qui contiendraient y " et y m , deviendrait une simple 
équation en y', mais du troisième degré, et ainsi de suite. Cela 
dépend de la nature du radical qui aura été déteint dans fr, et qui 
doit être remplacé par le degré de l'équation d’où dépend la valeur 
de y'\ mais nous n’entrerons dans aucun détail sur ce point, pour ne 
pas trop nous écarter de notre sujet. 

27. Supposons, en second lieu, que la même valeur de x, qui' lait 
disparaître un radical dans Ce, le fasse disparaître aussi dans f'.r, 
sans le faire disparaître néanmoins dans f*x; alors les valeurs corres- 
pondantes de fx et de f'.r seront en même nombre, mais celles de f".r 
seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radical dans IV- 
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quation y — £r, la valeur (le y", qu'on en déduira, se trouvera égale 

à — » et il faudra passer aux équations dérivées d’un ordre supérieur 

° » • -, . ' * * 

pour avoir la valeur dey*’. -, 

Soit y — (x — «)’ \x — b, on aura 

y' = o. (x — n) y^r - h- 1- , 

a \'jc b 

va' — b 4 ( x — b )■ 

t aisant x = a, on a ' 

y = o, y' — o et y ir =a\x — A = ay/a — 1>: 

* • - * • » 

mais si l’on réduit l’équation proposée à cette forme rationnelle 

: J* = (x —, à)' (x — b), . 

on en tirera l’équation prime 

a yy' = 4 (>r — a ) 1 (x — b) y- (x — a )' , 

% 

laquelle donne, lorsque x = a, 

y' — - * 


k cause de y — o, à moins qu’en substituant la valeur de y, on ne 
divise le tout par ( x — o)’, et qu’ensuite on ne fasse x = n, ce 
qui donnera T 

y= o. 


Passant à l’équation seconde, on aura 


y" y-yy"= 6 (x _ a)* (x - b) ■+■ 4 (* - «)•; 

faisant x #= n, on aura y' — o comme ci-dessus. Mais pour avoir la 
valeur de y", il faudra avoir recours à l’équation tierce et même à 
l’équation quarte. Celle-là sera 

3 y'y"y-yy m — • 8 (x — a) s -+- i a (x — fl) (x — b). 
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ou tous les termes disparaissent lorsque x — a. La suivante sera 

• ' - H 1 *' 1 , ■ 

+J7‘ ,r = 4« (.r — a) -h i a (.r — h ) . ■ 

V.. ..*> V-> Z& V • • • 

faisant .r = «, et, par conséquent, v = o et y = o, on aura 

.. -Ü* - : • 

3/’ = t a ( .r — b), y* = a yx — î.= a \ a — b, 

coiniue plus haut. ( ' , 

Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui d’ailleurs n’a 
plus de difficulté d’après les principes établis, Nous nous conten- 
terons de remarquer que si l’on construit la courbe dont x serait 
l’abscisse, et y = £r l’ordonnée, cette courlre aura ce que l’on ap- 
pelle un point multiple dans l’endroit correspondant à la valeur 
donnée de x, qui fera disparaitre un radical dans £c, sans le faire 
disparaître en même temps dans Fr ; qu’elle aura un point d’attou- 
chement, si la même valeur de x fait disparaitre à la fois le radical 
dans £r et dans f'x; que ce sera un point d’osculation, si le radical 
disparait en même temps dans f".r, et ainsi de suite. On en verra 
la raison lorsque nous appliquerons la théorie des fonctions à celle 
des courbes. 

28. A f occasion de la difficulté que nous venons de résoudre, 
nous allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur 
d’une fraction, dans le ças où le numérateur et le dénominateur 
deviennent zéro à la fois. 

, . £r . 

Soit pr_ une pareille fraction, fret F.r étant des fonctions de .r, 

telle que la supposition de x = a les rende toutes les deux .milles à 
la fois; on demande la valeur de cette fraction lorsque x = a. 

fx , ‘ ‘ •- 

On fera y = et, par conséquent, y F.r = £r. En supposant 

,c = a, cette équation se vérifie d’elle-mème, indépendamment de 
la valeur de y , qui demeure, par conséquent, indéterminée; ainsi elle 
ne peut servir dans cet état à la détermination de y, lorsque x = a. 
Mais, en prenant l’équation prime, on aura 

/F.r + rF'r = f'j; 
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la supposition de x = a (ait disparaître le terme /'Fx, et le reste de 
l'équation donne 

f'x 

r ~Vx' 

S’il arrivait que les fonctions primes F x, F'x devinssent aussi nulles 
par la meme supposition, alors on trouverait par le même principe, 
en substituant dans l’équation ci-dessus f'x, F'x pour fx, Fx, cette 
nouvelle.expression de y. 


et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directement de la 
même équation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de 
nouveau d’elle-même, elle ne peut pas servir non plus à la détermina- 
tion de r; que, par conséquent, il sera nécessaire de passer à réqua- 
tion seconde, laquelle sera 

► * . 

y" Fx ar'F'x -4- jF'x = F'x. 


Comme la supposition de x = a rend nulles les fonctions Fx et F'x, 
les termes qui contiennent y' et y" s’en iront d’eux-mêmes, et les 

f' T , . 

termes restants donneront y — comme plus haut. 

II n’est pas à craindre que les fonctions fx, f'x, F'x, etc., Fx, 
F'x, F"x, etc., à l’infini, puissent devenir nulles en même temps 
par la supposition de x = a, comme quelques géomètres paraissent 

le supposer ; car, puisque f (x -h i) — fx if JC -+- Fx, etc. , en 
faisant x = a, on aurait 

• . ■ . • ,i . i 

f (fl -+- i) = o, 

quel que soit », ce qui est impossible; il en serait de même de 
F (x -t- t‘). Mais il peut arriver que ces (onctions deviennent infinies 
par la même supposition de x = a, ce qui rendra également les 

fractions pp, p-, etc., indéterminées: la solution de cette difficulté 
3' «w. .7 
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dépend de l’examen du second cas du n° 24 , dont nous allons 
nous occuper. 

29 . Ce cas a lieu lorsque la supposition de x = a fait disparaître 
Hans fr un radical en le rendant nul, auquel cas elle le fera dispa- 
raître de même dans les fonctions dérivées ; mais ce radical restant 
dans la fonction f (x -+-*), il doit rester aussi dans le développe- 
ment de cette fonction; par conséquent, ne pouvant ^tfnjcter la 
valeur de x , il faudra qu’il affecte I’/; d’où il suit qfté ce déve- 
loppement doit contenir nécessairement des puissant fractionnaires 

rie i. Il est clair, en effet, que si fx confient la quantité y^X, X étant 
une fonction de x qui devient nulle lorsque ,r = a, en mettant 
x -4- / à la place de x, X deviendra 

x -+- ,-x' + ^x"-f...; 

et faisant x = a, on aura simplement iX' -4- — X" -4- ... pour la 
valeur de X ; de sorte que yX deviendra 

donc la fonction f (r t) contiendra, dans le cas de x — a, le radical 

V*, qui devra, par conséquent, Se trouver dans son développement 
suivant les puissances de i. Voyons donc ce que donnera alors le 

développement fautif fr -(- i f 'x -f- — ("x -4- 

Pour cela, j’observe que les fonctions T (x -4- t), f" (x -4- i), etc., 
sont également les fonctions primes, secondes , etc. , de la fonction 
f(x -l- i), soit qu’on les prenne relativement à -x, soit qu’on les 
prenne relativement à t, ce qui est évident, puisqu’en augmentant 
soit x, soit i d’ une même quantité quelconque, on a le même accrois- 
sement de la quantité x i. D’où il suit que l’on aura également 
les valeurs de T.r, f".r, etc., quel que soit x, en prenant les fonc- 
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fions primes, secondes, etc., de f(.r -+- i) relativement à /, et faisant 
ensuite i = o. 

Or, si l’on suppose que le développement de f (.r -t- i) doive con- 
tenir, lorsque x = a, un terme affecté de i", tel que Ai", A étant 
une fonction de a, et m n’étant pas un nombre entier positif, en 
prenant les fonctions primes, secondes, etc., relativement à i, il 
iàudra que les développements de f' (x -4- i), f" (x -+- i), etc., con- 
tiennent les termes mAi "~' , m (m — i) A/" - ’, etc. (n° 10). Donc, 
taisant * = o, on en conclura que les fonctions £r, f'.r, f".r, etc., 
lorsque .r = a, contiendront respectivement les ternies Ao"', rnAo"~ ', 
m(m — i ) Ao'" -5 , etc. 

Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ces 
termes seront infinis. 

Si m est un nombre positif non entier, soit n le nombre entier 
immédiatement plus grand que m , il est visible que le terme 
m (m — 1 ). . . (m — « -+- i) Ao'* - " sera infini, ainsi que tons les 
termes suivants, et que tous les précédents seront nuis. 

Donc, en général,- la fonction f".r et toutes les suivantes f"*‘.r, 
f"^x, etc., à l’infini (n, n -f- i , etc., étant des indices), seront in- 
finies, /i étant le nombre entier positif immédiatement plus grand 
que l’exposant m. 

, * *; -f 

50. On conclura de là que le développement fir-t-tfa-H fx 

ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de. a-, qu autant 
qu’une des fonctions £r, f'.r, f".r, etc., deviendra infinie, ainsi que 
toutes les suivantes pour cette valeur de x. Alors-, si n est l’indice 
de la première fonction qui devient infinie, le développement dont 
il s’agit devra contenir un terme de la forme i",n> étant un nombre 
compris entre h — i et n. 

Et si toutes les fonctions fx, f 'x, f".r, etc. , devenaient infinies pour 
la même valeur de .r, le développement de f(.r -|- /(.contiendrait, dans 
ce cas, des puissances négatives de i. 

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les 
puissances ascendantes de t, il faudra faire d’abord, dans la fonction 

7- 
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f(x -+- i), x égal à la valeur donnée, et développer ensuite suivant les 
puissances croissantes de i par les règles connues, en ayant égard aux 
puissances fractionnaires ou négatives de t qui se trouveraient dans la 
fonction même. 

Au reste, nous remarquerons qu’en faisant y — fie, et prenant 1 
x et y pour les coordonnées d’une courbe, cette courbe aura au 
point où l’une des fonctions y, y', y", etc., devient infinie, ainsi 
que toutes les suivantes, un rebroussement dont l'espèce dépen- 
dra de l’indice n, pourvu que l’exposant fractionnaire ni ait pour 
dénominateur un nombre pair; et l'on déterminera la nature du 
rebroussement par la forme du développement de f(.r i) dans 
ce cas. 


31. Dans l'exemple du n°27, où y = (x — a) yx — b, on voit 
que la supposition de x — b détruit le radical dans y et doit, par 
conséquent, le détruire aussi dans les fonctions dérivées > ', y", etc. 

Donc le développement Cr’-f- if'x -t- ^ f".r -t- ..., de f(.r -y i), en 

supposant y = Cr — (x — «) y x — b; sera fautif dans le cas de 
x = b. F.n effet, on aura, dans ce cas. 


.Y ~ o. 


y 


— \j x — b 


i v x 


ÎX — b 


: OC 


x étant égal à A, et l’on trouvera de même 




etc. 


Donc le développement dont il s’agit devra contenir alors un terme 
de la forme i m , m étant entre o et ’ . 

.Vy ’Pj - , * \ 

Soit, en effet, x == b -t- i ; fx deviendra (b — a -f- /’) yi, de sorte 
que le vrai développement de cette. -fonction sera 4 b — <n) y t -+- i’. 


32. C’est aussi de la même manière que l’on résoudra la difficulté 
proposée à la fin du n° 28, sur les fractiçns qui demeureraient 
toujours indéterminées, en prenant à l'infini les fonctions dérivées 


Digitized by Google 


PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE CINQUIÈME. . 

du numérateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne -- 
saurait arriver que dans le cas où la même valeur de x rendrait 
ees fonctions successives infinies. 11 faudra donc alors -supposer 
x = </-+- i ( a étant la valeur de .r qui rend ces fonctions infinies) 
dans l’expression générale de la fraction, réduire ensuite cette expres- 
sion en série, suivant les puissances ascendantes de i, et le premier 
terme de la série, en faisant i = o, donnera la valeur cherchée de la 
fraction pour le cas de .r = a. - 

Ainsi, si l'on avait la fraction ", qui devient 

,* lorsque x — a, et dont les fonctions primes, secondes, etc., du nu- 
mérateur et du dénominateur, deviennent toutes infinies par la même 
valeur de .r, en y mettant a -h i au lieu de .r, et réduisant le numéra- 
teur et le dénominateur en série, elle deviendra 


t/'+— 7= + •■• 

•2 y a 


r — • 1 yV 

<J-xai H — + 

3 Vio 


t 

\ia 



de sorte qu’en taisant i — o, on aura —— pour la valeur chercliée de 

V 30 

la fraction, lorsque x — a. 

Kn effet, si, suivant la méthode du n" 28, l’on prend les fonctions 
primes du numératenr et du dénominateur, on aura 


et 


i y'x — n yx’ — «’ 

quantités qui deviennent infinies lorsque .r= a; mais en lesmultipliant 
l’une et I autre par i \j.v — a , la nouvelle fraction sera 


yX — o 
y'x 


+ i 


2X 

y'x -f- Il 

laquelle, en faisant .t — a, devient -4= , comme plus haut. 

\jïa r 


54 THÉORIE ni!S PONCTIONS. 

Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer 
dans le. développement de f (.r ~h i); et quoique nous n'ayons consi- 
déré que des fonctions algébriques, il n’est pas difficile d’étendre nos 
solutions aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés n’ont 
lieu que pour des valeurs particulières de x, il est clair qu’elles n'in- 
fluent- en rien sur la théorie des fonctions dérivées f.v, f*.r, etc.; mais 
il était nécessaire de les examiner, et de donner les moyens de les 
lever, pour ne laisser aucun nuage sur cette théorie. ( f ayez aussi la 
huitième leçon du Calcul des / 'onctions.) 



Digitized by Google 



PREMIERE PARTIE. 


CHAPITRE SIXIEME. 


55 


CHAPITRE SIXIÈME. 


Résolution générale des fonctions en séries. Développement des 
fonctions en séries terminées et composées d’autant de termes 
que ton voudra. Moyen tt exprimer les restes depuis un , terme 
quelconque proposé. Théorème nouveau sur ces séries. 


. 33. Nous avons vu jusqu’ici comment ou peut trouver directe- 
ment tous les termes du développement de la fonction I i.r - 4 - i ) , 
suivant les puissances de t; on peut, de fa même manière, développer 
une fonction quelconque suivant les puissances ascendantes d'une des 
variables contenues dans la fonction. 

En effet, si l’on prend la formule 

i 

f (X -4- i) = fx -4- ifx -f c -h — fie -4- . . . , 

puisque x et i sont deux quantités indéterminées, on y peut substi- 
tuer x — i à la place tle x, ce qui donnera 

fx = f(x — i) -4- tf'(x — i) -f- i-f"(x — i) .... 

De plus, on pourra mettre xz à la place de i et l’on aura 

fx = f (x — xz) -4- xz f'(x — xz) -4- f" (x — xz) -4- ... , 

où z est une quantité arbitraire quelconque. 

ici fx représente, comme l’on voit, une fonction quelconque de x. 
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et f'(x — xz), f"(x — xz) , etc., représentent les fonctions primes, 
secondes, etc. , de fr, en y substituant x (i — z) à la place de .r. Mais 
quoique fr ne représente qu’une fonction de x relativement à ses 
fonctions dérivées, il est clair qu’elle peut représenter, en général, 
une fonction quelconque de ,r et d’autres quantités quelconques, 
pourvu que ces quantités y soient regardées comme constantes dans 
la formation des fonctions dérivées f.r, f^.r, etc. 

v - . 

Si dans la formule précédente on fait z = o, l’équation devient 
identique fr — fr, et si l’on fait z = i , la quantité .r — xz s’évanouit; 
de sorte que, si l’on dénote simplement par f, f\ f", etc., les va- 
leurs des fonctions fr, T.r, f"x, etc., lorsque .r = o, on aura 

fr =.f -t- .rf' -t- -* f "-t- . . . . 

a 

Ainsi, lorsque fr sera une fonction donnée de plusieurs variables 
•r, y, etc., il n’y aura qu’à chercher, par les règles générales, les 
fonctions dérivées par rapport à .r seul , et y faire ensuite x = o; 
on aura tous les termes du développement de la fonction suivant les 
puissances ascendantes de .r, et il est clair que les valeurs des quan- 
tités f', f", etc., seront des fonctions de y, etc., sans x, toutes dé- 
rivées de la fonction primitive, suivant une loi dépendante de la 
manière dont la quantité x entrera dans cette fonction. 

34. Qn pourrait trouver ce développement d’une manière plus 
simple, en supposant tout de suite 

fr = A -4- Br -t- Cx’ Dx* 

A, B, C, etc., étant des quantités indépendantes de x. Pour les 
déterminer, on considérera que cette équation, devant être iden- 
tique, doit avoir lieu pour toütes les valeurs de x. Donc, 1 ° en 
faisant x = o, on aura f = A ; a" en prenant les fonctions primes 
de tous ses termes (n°* 10 , 17 ), on aura encore l’équation identique 

f x = B -t- aCx -t- '3Dx J 
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où , faisant de nouveau r = o , on aura f' = B ; 3° en prenant de 
nouveau les fonctions primes, on aura 

f*x = aC -+- a,3D.r -H- 3.4^“ -+- •••, 

. v , • * 

l * * 

où, faisant derechef .r = o, on aura F" = aC. Continuant de la 
même manière, on trouvera 

l . * 

r = a.3D, f” = a,3.4K, > ' etc.;... 
d'où l’on tire * , »• . 

< - ‘J* * • 

a =* f, * b = r, c ;= -r, ■'[) = ~r, ètc., 

7 O-. ' •* ■ . .’t 7 m 


.2 


ce qui donnera, par la substitution, la même série pour fr que 
ci-dessus. Mais cette méthode est moins directe que la précédente, 
et elle suppose déjà la théorie des fonctions dérivées; elle est d’ail- 
leurs moins rigoureuse, en ce qu’elle suppose, de plus, que la somme 
de tous les termes affectés de x devient nulle lorsque x= o, quoique 
les coefficients de ces termes augmentent à l’infini dans les équa- 
tions dérivées; mais le grand avantage de la méthode précédente 
consiste en ce qu’elle donne le moyen d’arrêter le développement de 
la série à tel terme que l’on voudra, et de juger de la valeur du reste 
de la série. 

Ce problème, l’un des plus importants de la théorie des séries, 
n’a pas encore été résolu d’une manière générale. On pourrait, à la 
vérité, le résoudre pour chaque fonction en particulier, par les mé- 
thodes exposées dans le chapitre premier; mais il serait impossible 
de parvenir par cette voie à une solution générale pour une fonction 
quelconque. 

: . s ^ 

55. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus (n° 33), 

•V- 


fi’ = f (.r — x:) -(- xzF (x — xz) - 


-r(x— xz)- 




et supposons que l'on veuille s’arrêter au premier terme f(x, — xz). 
Comme tous les termes suivants sont multipliés par x, nous suppo- 
3 ' rd. 8 
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tx — f(.r — xz) 4- xP, 


P étant regardé eomnje une fonction de z, qui devra être nulle 
lorsque : = o, puisque alors f (x — xz) devient fx. 

( ’-omme cette équation doit avoir lieu; quelle que soft la valeur 
de s, 'qui est arbitraire, son équation prime, relativement à z, aura 
donc lieu aussi (n° 17). On prendra doue les fonctions primes relati- 
vement à cette variable,' et il est facile de voir que la fonction prime 
du terme f(x — xz) sera — xF(x — xz); car on a démontré (n° 1U) 
que si >•== (p, y étant une fonction de x, on a 

» . . /=/<>; " 

ainsi, en rapportant les fonctions dérivées à la variable z, et taisant 
p = x — xz, on aura 

y' = — j'P p = — xf (x — xz). 


P = — * 


et 


Donc, à cause que fx ne renferme |H>iut z, l'équation prime relative 
à z de l'équation ci-dessus sera 

o == — .rr(x — xz)-l-xP', 

P' étant la fonction prfme de P relativement à s ; d’où I on tire • 

P'=r(x — xz). 

On aura donc la valeur de P, en cherchant une fonction de z dont 
la fonction prime soit égale à f'(.r — - xz) v et qui, de plus, soit telle, 
qu’elle devfenne nulle lorsque z — o. Cette valeur de P ainsi trouvée, 
si l’on y fait z = i , on aura ^ ' 

fx = f-f- xP. 

; ’ V . 

Supposons, en second lieu, 

fx = f(.r — xz) -+- xzf{. v — xz) x’Q , 

Q étant une fonction de z, qui devra -être nulle, nomme l’on voit, 
lorsque z =r'o. • • 
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En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement 
à on aura cette équation prime 

o == — .rf'(.r — .rz) - 4 - .rf'(.r — .<■;) — .e J zf"(,r — '.rz) -4- r'Q\ 

* ** * * ’ ‘ t 

où les fonctions désignées par f\ f'\ sont les funetions primes et 

secondes de Sx relativement à x tm et dans lesquelles on a mis ensuite 

■v — Xz pour .r. O»- tire de là, «i effaçant ce qui détruit, , ; 

' ••• ' * <r = /f'V -•»-); 

■ „ * ■ ' 

de sorte que I on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de z, 

dont la fonction prime ait la valeur que l’on vient de trouver pour Q\ 
et qui ait la condition de devenir nulle lorsque ; — o. Si ensuite l’on 
fait z = i on aura • . 

Cr = f-f- xF -i- .r’Q. 

Soit, en troisième lieu, v - 

4 , . 

fr = f(.r — xi) -4- xz('(x — jcz) -h -^-f" (x — xz) -+- r J R ^ 

■* *< 

K étant une fonction de z «pii s'évanouisse lorsque z => o. On trou- 
vera, en prenant les fonctions primes relativement à z, et effarant les 

termes qui se détruisent mutuellement, \ 

.*• .•••■' 

R’=ïrix-xz), 

• • * * 

la fonction représentée par F" étant la fonction tierce de la relative- • 
ment à a-, -transformée par la substitution de .r — .rz à la place de x. 

Il faudra donc, pour avoir la valeur de R , trouver une fouet ion 
primitive de z, dont la fonction prime soit la valeur précédente de R', ‘ 
et qui soit telle, qu’elle s’évanouisse lorsque s = o. Cette, fonction 
étant trouvée, on aura, en faisant z = i, 


Cl = f -t- Xf î-f" R, 

a 


et ainsi de suite. 
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Kn continuant ainsi, on aura la formule du n“33, 

fr =f + xf V - f + 4r+’-. 

* . a # a.. 5 

• . • • • 

Mais l'analyse précédente a l’avantage de donner la manière d'avoir 

les restes .rP, .r'Q, .i' 3 R, etc., de la série, lorsqu’on veut l’interrompre 
à son premier, deuxième, troisième, etc. , terme. 

•36. 'Voilà le problème résolu analytiquement; niais, comme les 
quantités P, Q, R, etc., ne sont connues que par leurs fonctions 
primes, il reste encore à remonter de ces fonctions aux (onctions 
primitives, ce qui peut être souvent fort difficile et même impossible. 
Cependant, si l'on connaissait la quantité P, on en pourrait déduire 
• toutes les autres par les simples fonctions dérivées; car la compa- 
raison fies valeurs de Cr donne 

P = îf'(.r — .es) -+■ .rQ, 

et- l’on a trouvé f'(j' — .es) = P'; donc, substituant, on aura 



cP = sp:-nxQ, 

cToü l'on tir*' 



‘ P — zP 

• • * * 
. . » ’• - 

O = 

^ X 

On a ensuite 


Q 

= -V (.v - .es) -+- 

a ' 

et l’on :'a trouvé 

■ 

- * ' 

sf " (jr — ara) — O 

donc 

s 

1 • 

. / 

, * «- 

1 * 

%. * 

Q = :q; + .iR; 

d où l’on tire 

* 



, ■ . , 

X 

On trouvera de même 


< s i* 

« _ R — Î* R '. 


» - x 

et ainsi de suite. 




♦ 
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Si l'on fait P = zp, Q = z 3 q, R = zV, etc., on aura 

. \ ‘ /' ,, *’ 

1 u q r . • ; 

?= *’ r = -f x ' ** = - a* etc ; ; 

'• * . ' . 

et la fonction f.r deviendra, en remettant i à la place de . vz , 

t '* *; 

te = f te — i) -+- ip 

— f (x — i) ■+■ if (x — ») -+- t 2 <y 

= f (x — i) -+■ if (x — t) H — f" {.f — ») -kVV 
etc. 

Ainsi, connaissant le premier reste i/>, on pourra connaître tous 
les autres restes i 3 q, i'r, etc., par les simples fonctions dérivées 
relatives à z = et si l’on prend simplement les fonctions dérivées 
relativement à i, on aura v 

i <1 P 

q= — p . r = — \ ' s — ~v etc - 

Par exemple, en liiisant fr = • comme dans le n° -t, on aura 
f(.r — i) = ^ et prenant les fonctions dérivées par rapport à .r. 


on aura 


f' {x r (x — i) 


(.r— «) 


» 1 etc. , 


or on trouve 


f-n— te — f(j— /) _ » 

7 i jr(x— i)’ 


de là, en prenant les fonctions dérivées par rapport à i, on tirera 
tout de suite 

' ' 1 1 1 , 

(/= — P — ~ -, r — — *-== 7 rv; ’ etc. 

7 C ,)« 3 ,r(j' ,)• 

♦ 

Donc, si l’on fait ces substitutions dans les expressions de fr, et 
qu'on y mette ensuite .r -+• i à la place de .r, on aura 


— ^ » 


j+i x x t a:* .r’(x-f-i) 

comme dans le numéro cité. 
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* . * , • I' . . 

»... * /. # r * «■ 

Soit encore tr = \x ; on aura 

. . ; f(jr — i) = \/.r -- », 

. . ‘ ’ «. * 

et, prenant les fonctions dérivées 'par rapport à x, " 

(' (x — i) ~ — pL — i f " (,r — r) — -r î» etc. 

u v- r — ' 4 (x-iÿ 

Ici l’on aura * 




V> -»■ |/j- — / 


' y .r 4- V Jf — i 

et de là, en prenant les fonctions dérivées relatives à i, 


a y/.r — i . (y j- é-ï’ — i 


-i etc. 


/r 4- 3 y ' x — i 


8 (j- — i)’ . (\x -+- VJ- — i)' 


Par ees substitutions dans les expressions de f.r, on aura, en mettant 
.»• 1 à la place de J - , 


\/.v -+-/’= y/x - 

* 

— s/- 1 ’ 


= y/x 


X 4- 


i i i » i* 

Vx » 4- V.r a s/j: a v'.r (y' J" 4- i'4 Vx)* 


i 


i ’(y .r -y- i •+- J V.rl 

2 V r 

8jr yjr 

S.rv'iWx+ï-f-v'i)' 

i 

i* 

I * 

--j # ^ # ' 

2 VJ* 

8_r y.r 

idr* 


comme dans le même numéro cité. 

57. On peut aussi tir^r directement de la formule du n° 5, 


i f (x 4~ / ) — fx 4- iP, 

la loi de la série et l’expression des restes, en prenant alternativement 
les fonctions dérivées par rapport à x et /: nous marquerons ces der- 
nières par un trait placé en bas. • 


Digitized by Google 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE SIXIEME. 


63 


On h d'abord, par les fonctions dérivées relatives à .r, 

► ' . • * * 

f f (.c *') = fir -t-VP'; . . 

ensuite, par lesd’onctions dérivées relatives à /, 

+ i) ='P + iP,;', 

car il est visible que, relativement à /, la dérivée de f (.» -t- <) est la 
même que relativement £ .r. On aura donc 

’ f'x -+- /P'= P -h tP,; 

d’où l'on tire * . 

P = f'x-t- i(P'— P,). 


Faisons Q = P' — P,; on aura, en substituant la valeur de„P, 
f(.r i) — (r -+- if'.r -h PQ. 

Prenons de nouveau les fonctions dérivées par rapport à x et par 
rapport à i, on aura 

. \ . f (* H- i ) = f '.r -+- iTx -f- i 1 Q, 

et 

f' (.r -f- /) = f'.r -t- a/Q -t- t’Q,; 

donc 

f'x + fQ^aQ + iQ, 

d'où 

Q = f *x-M(Q’-Q.) 

' a » 

Donc, si l’on fait H = — ’ on aura, en substituant, 

f (x -f- *) = Er *+- if.c -i- l - f". v -+- i *R . . 

r? . 

<3n trouvera de même, en faisant S = — - — 

f (.r i) = (x -+- t’F.r -+- - f".r -t- ~ f w .r + t*S , 

v / 2 - 3 

et ainsi de suite. 
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Si l’on fait, par exemple, fx = - > ce qui donne 

p —l(h î\ = ! — , 

y\x-f-i •x/-- x(x+i) •* . 


on aura 

i 

doue 

ensuite, 

et de là 


P' = ! 


P 


x*(x- 4 -i)ft x(x -+••)* x(x+i)” , 


Q -x*(x + 0 ; .„ 

Q r =— x’(x-t-j) — x^x-f-j)* ’ ®' = ~x\x + i)'' 


On trouvera de même 


n •_ 

\r»(x + «')' 


^ x‘(x-H»)’ 

, . ... , t * 

et ainsi de suite, ce qui redonnera la série déjà trouvée. 

Mais, pour notre objet, il importe moins de connaître les restes 
exacts de la série développée jusqu’à un terme quelconque, que 
d'avoir des limites de ces restes pour pouvoir apprécier l’erreur que 
l'on peut commettre en ne tenant compte que de quelques-uns des 
premiers termes. 

* 

38. Pour cela, nous allons établir ce lemnie général: 

Si une fonction prime de x, telle que Px, est toujours positive 
pour toutes les valeurs de .r, depuis x = a jusqu’à x — b, b étant 
> a, la différence des fonctions primitives qui répondent à ces deux 
valeurs de x, savoir, f b — fa, sera nécessairement une quantité 
positive. 

Reprenons la formule 

f (x -f- i) = fx -+■ i’P, 

dans laquelle P est une fonction de x et i, qui, en .faisant i = o, 
devient f'x (n”’ 3, 8); il est évident que, si Px est une quantité posi- 


Digitized by Google 


PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE SIXIEME. 




tive, la valeur de P sera nécessairement positive depuis i— o jusqu'à 
une certaine valeur de i, que l’on pourra prendre aussi petite que 
l’on voudra. Donc, lorsque la valeur de la fonction prime f'.r est 
positive, on pourra toujours prendre pour i une quantité positive et 
assez petite pour que la quantité f(.r -+- t) — f;r soit nécessairement 
positive. 

-Mettons successivement à la place de .r les quantités «, a - h i, 
a a », a 3 i, etc., a + ni, il en résultera que l’on peut prendre i 

positif et assez petit pour que toutes les quantités f (zr -t- i) — f«, 
f(iz - 4 - a i) — f(a-t- i), f (a -f- 3i) — ai), jusqu’à f[n -f- (n -h t)ij 
— f (a -h ni), soient nécessairement positives, si les quantités fa, 
-f'(a -+■ i), f ' (a -t- ai), etc., jusqu'à f(a -+- ni) le sont. Donc, aussi 
dans ce cas, la somme des premières quantités, c’est-à-dire la quan- 
tité f[n -+- (n -f- i) il — f«, sera positive. 

Faisons maintenant a -l- (n -+- i) i = b," on aura 

j . • - . • b — a ' ♦ £• 

1 n -t- 1 ’ * » 

et l'on en conclura que la quantité f b — fa sera nécessairement 
positive, si toutes les quantités fa, f i^a -f- — — ^ > f' 

f' -t- > etc. , jusqu'à F (a -+*• j . sont positives en 

prenant n aussi grand que l'on voudra. 

Donc, à plus forte raison, la quantité f b — fa seça .positive, si fa- 
est toujours une quantité positive, en donnant à .y toutes les va- 
leurs possibles, depuis x s*= n jusqu’à x = b ,* puisque, parmi ces 

valeurs, se trouveront nécessairement les valeurs a, a -+- — — , 

. n-f-t 

. *. 

en prenant n aussi grand que l’on 


a 

voudra 


(b — a) . < , n(b — a) 

etc., a -4- — ’-■> 

n-t-i n-i-t* 


59. A l’aide de ce lemme, on peut trouver des limites en plus 
et en moins de toute fonction primitive dont on connaît la fonction 
prime. 

Soit la fonction primitive Fz dont la fonction primé F'z soit ex- 
3 - «y. 9 
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primée par : m Z, Z étant une fonction donnée de z. Soient M la plus 
grande, et 'N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de z 
comprises entre les quantités a et i, en regardant comme plus grandes 
les négatives moindres, et comme moindres les négatives plus grandes, 
ce qui est conforme à la marche du calcul, puisque, par exemple, 
— i > — a — 5 > — 7 , et de même — a < — ‘ i , et ainsi des 
autres. Donc les quantités M — Z et Z — N seront toujours posi- 
tives depuis z = a jusqu’à z = b, et il en sera de même des quan- 
tités z"(M — Z) et z m (Z *— Pï). 

Donc, i“. si l’on fait F z= z " ( M — Z), on aura par le lemme pré- 
cédent 

fi — fit > o; ' » 

"» ' *■ * , . 

or, z m Z étant F'z, sa fonction primitive sera Fz, et connue M est une 

• * » ... , Mz“ +1 

quantité constante, la fonction primitive de M;'" est donc on 

aura . 


Yz = 


JV1Z-+* 


Fz; 


et faisant successivement, z = a et z — b, l’équation f b — . fa > o 
donnera • , • * * , 


Mi" 


d’où l’on tire 


m I 


-, M a~+' v . 

r b h-F« > o; 

m+i 


Fi < Fa 


M(i"+’— a-*") 


2 °. Si J’on fait f z = z m (Z — N), on aura aussi 
(b — fa >o, 

et l'on trouvera, comme ci-dessus. 


,fz = Fz — 


Nz" +I 


donc, faisant successivement z — a et z — b, l’équation I7> — fit > o 
donnera 

• w, Ni-+’ No“+‘ 

FM r 1(H-— ^> 0 ; 

m-f- 1 m-(-i 
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d'où l’on tire 


F b > Fa + 

m-f-i 


Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, etc., du n° 3, f >. 
Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de z, 
nous supposerons d’abord P = Fs, et par conséquent 

P'= F'z = f '(x — xz); 

donc, puisqu'on a supposé F ’z — z m 7. , prenant m = o, on aura 

Z = . 

Faisons maintenant a ±= o et b — 1 , la condition de la fonction P, 

qui doit être nulle lorsque z — o, donnera Fn = o, et alors K b sera 

la valeur de P répondant à z — î . 

Donc, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de 

f'ùr — xz ) , relativement à toutes les valeurs de z, depuis z — o 
. i 

jusqu a z == I , on aura 

F h < M et > N., 

Par conséquent, M et N seront les deux limites de la quantité P, en 
y faisant z = i . * , 

Supposons, en second lieu, Q = F'z, on aura 

Q' = F'z = zf" (.r T- xz) ; ’ 

«• *9 

donc, faisan^ m = i , on aura 

+ ' ' • 

7j = t(.c — r z): * 

Soit pareillement a . = o et b =? i , on aura aussi, 1 par la condition de 
la fonction Q, qui doit être nulle lorsque z est; nul, 

Fer = o, 

' M t 

et alors Fb sera égale à la valeur de Q répondant à z ==*i . 

Donc, si M, et N, sont la plus grande et la plus petite valeur 
de f" (.r — xz) pour toutes les valeurs rie z, depuis z =-o jusqu’à 
z = i , on aura 


F b < et 


.. 1 
> t; * . 

• . i x 

9 

*>-1 
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de sorte que ^ et ^ seront les limites de la valeur Q lorsque s y est 
égal à i . 

Supposons, en troisième lieu, R=Fz, on aura 

R' = F'z = ->(x — xz); 

• ’ , 

donc, faisant m = a, a — o, b = i , on trouvera de la même ma- 
nière que si M , et N, sont la plus grande et la pltis petite valeur 
de 1 f"(x — .cz), en doiuiant à z toutes les valeurs depuis zéro 

jusqu’à l’unité, on aura -î^et pour les limites de la valeur de la 

quantité R, lorsqu’on y fait z ='i; et ainsi de suite. * 

Maintenant il est clair qu’en donnant à z, dam une fonction de 
•r ( i — z), toutes les, valeurs depuis z — o jusqu’à z = i, les va- 
leurs que recevra cette fonction seront les mêmes que celles que 
recevrait une pareille fonction de u, en donnant successivement 
a // toutes les valeurs depuis u — o jusqu'à « = .r; car, faisant 
•r (t — z) = //, z— o donne// = x, z = »i donne u == o, et les valeurs 
intermédiaires de z donneront des valeurs de u intermédiaires entre 
celles-ci. D’où àl est aisé de conclure que les quantités M et N seront 
la plus grande et la plus petite valeur de f'«, relativement à toutes 
les valeurs de //, depuis «#= o jusqu'à u — r; et que, par conse- 
il lient, toute valeur intermédiaire entre M et N pourra être exprimée 
par f’//, en donnant à u une valeur intermédiaire entre o et .r. 
Donc la valeur de Ja quantité P relative à : = i pourra être expri- 
mée par f!«,’,« étant une quantité entre- o et z. ’ On en conclura d» 
même que. la valeur de Q répondant à ; = i pourra être exprimée 

par * r ÿ , eu donnant à u une valeur intermédiaire entre o et ,iv Et 
I on en cquchira pareillement que la valeur -ÿe R relative à : = i 
pourra -être exprimée par ™ f m « , en prenant pour u une quantité 
entre o-et t; et ainsi «le suite. 

.r r * 

40 D où résulte* enfin ce théorème -nouveau et remarquable par 

C> ' . : • ' \ 
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sa simplicité et sa généralité, qu’en désignant p^r u une quantité 
inconnue, mais renfermée entre les limites o et x, on peut déve- 
lopper successivement toute fonction de x et 'd’autres quantités 
quelconques suivant les puissances de x, de cette manière, 

* • t. 

£r = f -f- xfu 
= f4-«f + 

a 

= f 4- xf — f * -f- —* r u 

a a. J , 

etc. , « 


les quantités f, f', f", etc., étant les valeurs de la fonction f.é et 
de ses dérivées f'x, f'x, etc., lorsqu’on y fait x = o. 

Ainsi, pour le développement de f(z -f- x), suivant les puissances 
de x, oïl aura 


f =fe, r= f'z, r=f"z, etc., 


où l’on remarquera que les quantités f'z, f"z, etc., sont également 
les fonctions primes, secondes, etc., de fz, ce qui est évident, car 
il est visible que f'(z-t-x), f" (z 4 - x), etc., sont également les 
fonctions primes, secondes, etc., de f(z -f- x), soit qu’on les prenne 
relativement à x ou relativement à z, puisque l’augmentation de z-t-x 
est la même en changeant x en x -+- », ou z en z ■+■ i. * 

Prenant donc f'z, f"z, etc., pour les fonctions dérivées de fz, on * 
aura *4 

f(z 4- x) = fz *+■ x f (z 4- ti ) . 

— fz 4- x f'z -t- — f "(z 4- u) 

: = fz -t- x f'z 4- - r* + 4= r (z 4 - «) 

etc., # . * * * 

où u désigne une quantité inconnue, mais renfermée entre les limites-* 

o et x. - 

. *, 

K 11 changeant z en x et x en », on aura le développement de 
f(x 4- »’-) suivant les puissances de », et l'on Voit que dans ce 
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développement la série infinie, à partir d’un terme quelconque, est 
toujours égale à la valeur de ce premier terme, en y mettant 
x-hj à la place de ,r, J étant une quantité entre o et i; que, par con- 
séquent, la plus grande et la plus petite valeur de ce terme, relati- 
vement à toutes les valeurs de j, depuis o jusqu’à i, seront les limites 
de la valeur du reste de la série continuée à l’infini. 

Si l’on fait fz = z m , on aura le développement du binôme (z -+- x)'", 
et l’on en conclura que la somme de tous les termes, à partir d’un 
terme quelconque 

1.2. ../J 


sera renfermée entre ces limites 


m (m — i — w-f-i) 
1.2. ..72 


et 


m(m — i)...(m — »-M) , 
1.2. ..n 


car il est évident que la plus grande et la plus petite valeur de 
' (z -+r n) m ~ m seront (z -+- x) m_ ’ et z" - ". 

La perfection des méthodes d’approximation dans lesquelles on 
emploie les séries dépend non-seulement de la convergence des 
séries, mais encore de ce que l’on puisse estimer l’erreur qui résulte 
des termes que l’on néglige; et à cet égard on peut dire que presque 
toutes les méthodes d’approximation dont 6 n fait usage dans la 
solution des problèmes géométriques et mécaniques sont encore très- 
imparfaites. Le théorème précédent pourra servir, dans beaucoup 
d’occasions, à donner à ces méthodes la perfection qui leur manque, et 
sans laquelle il est souvent dangereux de les employer. 

' On trouve dans & neuvième leçon du Calcul des Fonctions une 
^méthode plus simple d’avoir les limites du développement d’une 
Ibnction, avec de nouvelles remarques sur ce sujet. Voyez aussi un 
Mémoire de M. Ampère, dans le tome VI du Joitrnal de l’Ecole 
Polytechnique. 
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CHAPITRE SEPTIÈME. 

Des équations dérivées et de leur usage dans t analyse pour la 
transformation des Jonctions. Théàrle générale de ces équations 
et des constantes arbitraires qui y entrent. 


■ . >y + 

v. ‘ .. • . 

if. Jusqu’à présent nous n’avons considéré les fonctions dérivées 
que comme pouvant Servir à la formation des séries; mais ces fonc- 
tipns, considérées en dfte-mèines, oifirent; un nouveau système d’opé- 
rations algébriques, et fournissent des transformations qui sont d’un 
usage unmeru^daiis toute l’analysV, 

Nous avonS çfejà vu (n° 17) que si l’on a ime équation quelconque 
eh x et y, ou simplement en x, laquelle doive avoir lieu quelle que 
soit la valeur de x, les équations dérivées que l’on obtiendra en pre- 
nant les fonctions dérivées de chaque terme de la proposée auront 
lieu aussi. Chacune de ces équations , et même une combinaison 
quelconque de ces équations, pourra donc tenir lieu de l’équation 
primitive, et l’on obtiendra souvent par ce moyen des "équations 
subsidiaires plus simples ou plus faciles à résoudre que les équations 
principales. 

Nous avons nommé équatèbns primes, secondé etc. , les équa- 
tions dérivées que l’on obtiapt en prenant les fonctions primes, se- 
condes, etc-, de tous les termes de l’équation primitive donnée; 
mais nous nommerons, en général, équations dérivées du premier 
ordre, du second ordre, etc. , les équations que l’on pourra former par 
une Combinaison quelconque de l’équation primitive et de son équa- 
tion prime, ou de celles-ci et de l’équation seconde, et ainsi de suite. 
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Ainsi l’équation primitive contenant ,r et y, l’équation dérivée 
du premier ordre contiendra x, y et y', (équation dérivée du second 
contiendra x, y, y' et y"; et ainsi du reste. 

42. Nous allons montrer, par quelques exemples, l'usage des 
équations dérivées pour la transformation des fonctions. Et d’abord 
nous remarquerons que par la combinaison d’une fonction avec sa 
fonction prime, on peut faire disparaître un exposant quelconque. 

Soit l’équation y =-X", X étant une fonction quelconque de x, 
en prenant les fonctions primes, on aura (n° 16) 

* y ' ■= 

donc, divisant cette équation par la précédente, on aura 

• y’ mX 1 v < vi 

savoir, \y — wXy=o, 

y a 

équation dérivée du premier ordre où la puissance X m ne se trouve 
plus, et qui, dans cet état, est bien plus commode pour développer la 
valeur d ey en série, par la méthode usitée des coefficients indéterminés. 
En effet, si l’on a, par exemple, 

X = <i -+• bx -+* ex * rf-r 1 -+- . .. , 

et que l’on suppose 

y = A -y Rr Cr 11 -+- Dx’ -t- . . . , 

• ’ „ " ' « 

on aura, en prenant les fonctions primes, 

X = b -f- 2CX ré 3 (lx* . . >, 

ÿ= B -P aCx-t- ÎDx’ -+- ...; 

donc , substituant et réunissant les termes affectés de la même puis- 
sance de .r, on aura 

nB — rnbA -+- [aaC 6B — rn (acA -t- 6B)]x 
-+- [3aD abC -4- cB — m (3r/A -t- acB -4- 
-P etc. == o, 
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équation qui devant être identique, c’est-à-dire avoir lieu, quel que 
soit x, pour que l'expression supposée de y soit vraie , donnera 
autant .d'équations particulières qu’il y a de différentes puissances 
de.r, et l’on tirera dé ces équations, 

g iul > A • 

a 

„ aeicA -f-(m — i)/»B 

• , L. = ' — » 

.» . ■ ’ aa 

U— > 3 a * ’ ' 

etc. ' .. 

On aura ainsi successivement tous les coefficients B, C, D, etc., par 
des formules dont la loj est visible, et qù’on pourra, par conséquent, 
continuer aussi loin qu’on voudra. 

Mais le premier coefficient A demeure indéterminé; il faut, pour le 
déterminer, recourir à l’équation primitive/ — X*; faisant x — o, on 
a, d’un côté, X =a, et, de l’autre, y =A; donc A = a m . 

43. On peut de même, par les fonctions dérivées, faire disparaître 
les logarithmes, les exponentielles et les sinos et cosinus. 

En effet, si y «= IX , on aura l’équation du premier ordre 
y'X — X' = o; si y = e x , on aura céTle-ci, y' — Xy = o; mais, 
pour faire disparaître les sinus ou coçtnus, il faudra aller à une équa- 
tion du second ordre. ’ ? . . 

Soit donc / = sin X , X étant toujodrs une fonction quelconque 
de x; en prenant les fonctions primes, on aura (n“ 14) 

r'^X' côsX, 

et, prenant de nouveau les fonctions primes, 

. r ff == X'cosX — X" sinX; v 
* * 

donc, éliminant de ces trois équations sinX et cosX, on aura cette 
équation dérivée du second ordre 

XV- xy -h xy=p, 

, 10 
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où il n’y a plus de transcendantes; on trouvera la même équation eu 
faisant y = cos X . 

Si l'on tait ici pour X et/ les memes substitutions que ci-dessus 
(n" 42), et qu’après avoir ordonné les termes suivant les puissances 
de ,r, on égale à zéro la somme de tous ceux qui se trouveront multi- 
pliés par la même puissance de x, on aura autant d’équations particu- 
lières qui serviront à déterminer les coefficients indétermiués «te 
l’expression supposée de y par les deux qui précèdent. A l'égard des 
deux premiei's, ils demeureront indéterminés; mais il faudra les déter- 
miner de manière que l'équation primitive et l'équation prime aient 
lieu en faisant a, =o. Or l'équation r=sinX devient alors A=sin«. 
et l'équation y' — X' eosX devient B - l> cos n. 

44. Non-seulement l’équation dérivée du second ordre que nous 
venons de trouver ,peut»servir à développer en série la valeur de 
sin X ou Vos X , elle peut servir aussi à trouver une autre transfor- 
mation de cette valeur au moyen des exponentielles. 

t Supposons, en effet, / = c* , ,e étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l’unité (n° 12 ), et V un.e fonction indéterminée de.r; 
en prenant les fonctions primes et secondes, on aura 


A • \f f V 

y. =. \ p \ + 


•i; > 


•ti. 


y* = *^*-.V , )e v , 


et ces valeurs étant substituées dans l’équation dont il s’agit, on aura. 

après la division par la quantité e v qui en multiplie tous les termes, 

* . ~ ♦ 

,• x'(y"-+- v'^— ’x"v'4- x- 3 = o.- 

r . V • 

J’observe que IV) n peut satisfaire à cette éijuation en faisant 

m étant un coefficient constant, ce qui donne V";= /«X"; car, sub- 
stituant ces 'valeurs, l’équation se réduit à 


donc * 


•« 


///*) X ' 3 = o: 

% * i * t 

i -+- Ml* = o et ni = \/ — i . 
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V' = 

et de là, en remontant à l’équation primitive, 


7 * 



V = x v'-Tk-»- «„ 

** * • , 

a étant une constante arbitraire; doue 

' e' = c“ 'f~~' *= e'G e x 'f~' = Ae Xv '~‘ , 

4 * • 

en faisant e" = tqpbur plus de simplicité. . 

On aura donc 

r — AVf' 

et comme le radical y — 1 p eut être pris également en plus et e 
moins, 011 aura également 

• . y = 

‘ . 4 . . . 

B étant une autre constante arbitraire; en ellét m de ^ ur que 
cbacune de ces deux valeurs satisfait à l’éqarf&cnW^ » 

a xy r xy H- X , *.r2iï. 

et Ion voit aussi ■ facilement que leur somme y satisfait encore, parce 
que les quantités y, -y', y" n’y sont que soirs la forme' linéaire. De 

sorte que l’on aura, én général, s 

. 

y = Ae x lîf* — x 

\ et B étant de nouveau deux coefficients indétcrniifiés comme ci- 
dessus. * 

Cette expression de y convient égalemeut à shi X cl a cos X; la 
différence consiste dans les constantes A et JB qui doivent se déterminer 
par la con|paraison des valeurs dey et y 1 pour une valeur quelconque 
de X. Ainsi, puisque sin X doit devenir nul lorsque X = o par la 
nature des sinus, il faudra que l’on ait * * .' 



A -f- B = o; 


• *. 

10. 


- v.' 
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de plus, y' étant égal à X'cosX, et l’expression précédente de y 
donnant y' — X' (Ac x ^ _l — Be -x V~')y / — i, on aura 

^ * ' * 

cosX = (Ae x 'f ~‘ — Be _x ^ _, )v^ — *î 

faisant X = o, on sait que cos X = i ; donc (A — B) y — i — i . 
Gcs deux équations donnent 


donc enfin 


a v‘ — i 


et 


B = — *—7== ; 

ly' — I 


SJ11A = — - var^ s 


On trouvera.de la même manière 

• imXxM&LL-' - ■ 


■m t x a " 


a J — i 

* •sr 


NS* _ 

Le-*^ 


«MH 

^ a# 

expressions connues, et que nous axions déjà trouvées par une autre 
voie (u" 22). 

atagfr» , •* . 

45. Dans les exemples précédente, nous avons cherché l’équation 
dérivée, et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur 
«le la fonction primitive y. Cette dernière opération est, comme l’on 
voit, l’inverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive 
aux fonctions dérivées; elle peut toujours s’exécuter par le moyen des 
séries, en employant, comme néiis l'avons fait, une série avec des 
coetlicients indéterminés, et faisant des équations séparées des termes 
affectés de chaque puissance de x. De cette manière, on détermine les 
coefficients les uns paç les autres, et l’on a souvent l’avantage d’aper- 
eevoir la loi générale qui règne entre ces coefficients. 

Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par 
la méthode des n M 35 et suivants; car il nS’ a qu’à chercher successi- 
vement les valeurs dés élections dérivées 1 , et si l’on désigne par ( y ) . 
(y'), (y"), etc., les vfîeurs de y, y”, etc., lorsque ’x = o, on 
a, en général, 

4 * r = -+- f-’ (/)■+■ •••• • 
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Cette formule a l’avantage de faire voir pourquoi il reste des 
coefficients indéterminés, comme nous l’avons trouvé ci-dessus. 

E11 effet, si l’on veut déterminer la valeur de y par une équation dé- 
rivée du premier ordre, cette équation donnera la valeur dey' en x et 
y, et de là on trouvera une équation du second ordre euj', y', y, x, 
une équation du troisième en y", y", y', y, x, et ainsi de suite; de 
sorte qu’en substituant successivement dans ces équations les valeurs 
de y', 'y v , etc., données par les équations^précédentes, on aura en 
dernière analyse y' , y" , y m , etc., exprimés en a - et y. Donc, faisant 
x = o, on aura ( y ' ), (y"), ( y m ), etc., exprimés en ( y) qui demeu-* ' 
rera indéterminé. 

De même, si l’on ne fait dépendre la détermination de que d’nne 
équation dérivée du second ordre en x, y , y' et y", on en tirera 
successivement une équation tierce entre x, y, y ' , y ", y m , et ainsi de 
suite; et par des substitutions successives, on aura en dernière analyse 
y", y", etc., donnés en x, y, y'; de sorte qu’en faisant x = o, on 
aura les valeurs de ( y"), (y m ), (j ,T ), etc., exprimées en ( y) et (_>■'), 
ces deux quantités demeurant indéterminées; et ainsi de suite. 

Ainsi, lorsqu’on part d’une équation dérivée du premier ordre, il 
reste une indéterminée (_y); lorsqu’on part d’une équation du second 
ordre, il reste deux indéterminées (y) et (y f ), et ainsi de suite; et l’on 
voit que ces indéterminées sont constantes, puisque ce sont les valeurs 
de y, y', y", etc., lorsque A’ = o. 

4 ti. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie 
des séries, il n’est pas difficile de se convaincre qu’elle doit avoir lieu 
généralement, quelle que soit l’expresrfûn de y y puisque l’on peut 
toujours regarder une expression en série comme le développement 
d’une expression finie.' Mais, comme c’est là une propriété caractéris- 
tique des équations dérivées entre deux variables, il est important de 
l’établir sur la nature même de ces équations. 

Considérons donc , en général , l’équation à deux variables 
F (a, y) = o, et désignons simplement par F (x, y ) 1 = o son équation 
prime, par F £r, y)” .=> o l’équation seconde, et ainsi de suite, en 


Digitized by Google 



78 THÉORIE DES FONCTIONS'. 

* .w 

regardant .r.et j comme variables à la fois. Soient a, b, c, etc., des 
constantes quelconques contenues dans la fonction Ej^p, y), ces 
constantes seront les mêmes diuis les fonctions dérivées; ainsi, puis- 
que les équations F. (a;, y) = o et F (•*’» y)' ~ ° ont lieu en même 
temps, on pourra en éliminer une constante a, et l'équation résultante 
sera une équation du premier ordre entre r, y et y’, quf renfermera 
une constante de moins que l'équation primitive, et qui aura, par 
conséquent, lieu' en même temps que celle-ci. De ayroéi^les trois 
équations F (x, y) = o, F (.r, y ) 1 = o, F (x, y)” = o, ayant lieu à la 
fois, on pourra en éliminer deux constantes a, b, et l’équation réspl-"' 
tante sera une équation du second ordre entre .r, y, y’ et y", qui 
renfermera deux constantes de moins que l’équation primitive, et qui 
aura lieu en même temps qu'elle; et ainsi de suite. 

Donc, puisque dans les équations à deux variables une équation 
du premier ordre peut renfermer une constante de moins que l'équa- 
tion primitive, une équation du second ordre peut renfermer deux 
constantes de moins que l'équation primitive, et ainsi de suite, il 
s'ensuit réciproquement que l'équation primitive doit contenir une 
constante de plus qiie l’équation dérivée du premier ordre, deux 
constantes de plus que l’équation dérivée du second ordre, et ainsi 
de suite, constantes cpii seront, par conséquent, arbitraires; et U est 
visible en même temps qu’elles ne sauraient en contenir davantage, 
puisqu’on ne pourrait pas les faire disparaître toutes par le moyen des 
équations dérivées. 

Donc, si l’on n’a pour la détermination d une fonction qti’une équa- 
tion du premier ordre, ou du second, ou etc., l'équation primitive, 
prise dans toute sa généralité ,*devra contenir une constante arbitraire, 
ou deux, etc., suivant l'ordre de l’équation donnée, et l’on déter- 
minera ces constantes par des valeurs particulières données de la fonc- 
tion ou de ses dérivées. 

Si donc on trouve d’une manière quelconque une équation en ,r 
et y qui satisfasse à une équation donnée d’un ordre quelconque, et 
qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il y a d'unités dans 
l'indice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera l’équation 
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primitive de l’équation donnée, et |K>urra, dans tous les cas, être 
ertiployée à la place de celle-ci. 

^ ' • » . •'. 

% m 

, 47. Au lieu d'éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois 
équations F (x, •>')'*= o, F (x, j)' — o, F (.r, y)" = d, on peut n’éli- 
miner d'abord queia constante b ou d des deux premières; on aura 
ainsi deux équations du premier ordre, dont l’une rit renfermera que 
la constante a, et l’autre la constante b. Si maintenant on élimine de 
chacune de ces équations la constante a ou b par le moyen de son 
équation prime, on aura deux équations du second ordre sans a ni 6,* 
ijui devront coïncider avec l’équation résultante de «‘T élimination 
simultanée de ces constantes par le moyen des trois équations 
F(x, j) = o, FjJXjj-J'sso, l*(x,j)"=o, parce que la valeur de, v", 
que ces équations du second ordre donneront, et qui sera exprimée 
cri a , y et y', sans a ni b, ne peut qu'être la même, de quelque 
manière qu elle soit déduite de l’équation primitive. r 

D’où l’on peut conclure qu'une équation du second ordre peut 
être dérivée de deux équations diflërentes du premier ordre, renfër- 
. niant chacune une constante arbitraire de plus. 

Et l’on prouvera de la même manière qu'une équation du troi- 
sième ordre pourra être dérivée de trois équations diflërentes du 
second ordre, renfermant chacune une constante arbitraire; et ainsi 
de suite. 

En même temps on toit que, si pour une équation donnée du second 
ordre, on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune a 
cette équation, et qui renferment chacune une constante arbitraire n 
ou b , on en pourra déduire immédiatement l'équation primitive; car 
il sulhra dc chasser de ces équations la quantité y’ et l’on aura une 
équation en .r et y, avpc deux constantes a*bitraires a et b. 

11 en sera de même pour les équations du troisième ordre; car si 
l'on trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune 
à une équation du troisième ordre, et qui aient en même temps les 
constantes arbitraires a, b' c, on aura, en éliminant y' et y", une 
équation en x,y et a, b, c, qui sera, par conséquent, l’éqnation pri- 
mitive de l'équation donnée ; et aùisi de suite. 
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48. Mais si pour une équation du second ordre on en trouve deux 
du premier ordre qui y satisfassent, et dont une seule renferme une 
constante arbitraire, alors en éliminant y', on aura une équation en x 
et v, qui ne renfermera qu’une constante arbitraire, et qui ne sera p«is 
l edfljpion primitive complète de la proposée du second ordre; mais 
cette equabon satisfera également aux deux du premier ordre, puis- * 
-qu’elle sa K fait a celle <tu second ordre, qui est également dérivée de 
ces deux- ci; donc elle pourra être regardée comme l’équation primi- 
tive complète de l’équation du premier ordre qui ne renferme point 
de constante arbitraire. D’où je conclus qu’étant proposée une équa- 
tion du premier ordre en x, y et y', si l'on en déduit d'une manière 
quelconque une équation du second, soit en éliminant une constante 
ou non, et qu’ensuite on trouve une autre équation primitive du pre- 
mier ordre, avec une constante .arbitraire a, on aura, par l’élimina- 
tion de y' entre celle-ci et la proposée, une équation en x et v 
qui contiendra la constante arbitraire a, et qui sera, par conséquent, 
l’équation primitive complète de la proposée. 

On prouvera de la même manière que, si de la proposée du premier 
ordre on déduit une équation du troisième ordre, et qu'ensuite on» 
trouve pour celle-ci une équation primitive du second, avec une 
constante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée, 
il n’y aura qu’à éliminer les y* et y' au moyen de la proposée, et 
l’on aura une équation en x et y qui renfermera une constante arbi- 
traire, et qui sera, par conséquent, l'équation primitive complète de 
la proposée; et ainsi de suite. -> 

On peut appliquer le même raisonnement aux équations des ordres 
supérieurs au premier, et en tirer des conclusions semblables. 

sujet de ce cliapitre est traité avec plus de détail dans .les leçons 
X, XI et XII du Calcul tics Fonctions, où le lecteur trouvera une 
analyse complète des sections angulaires. 


«S 


Digitized by Google 


PREMIERE P^yrriE. — CHAPITRE HUITIEME. 


8l 


CHAPITRE HUITIÈME. 


Ou l'on .examine les' cas simples dans lesquels on peut passer des 
/onctions ou des équations dérivées du premier ordre aux fonctions 
ou aux équations primitives. Des équations linéaires des différents 
ordres, et de celles que l'on peut rendre linéaires. •. 

4* jÉS:. * 

• . w- S 


49. Une équation du premier ordre en x, y et / étant donnée, 
si IJ on peut, par des opijrations quelconques, la ramener à la forme 
f(x, y)' = o, où fte, Éff désigne la fonction prime d'une fonction de 
x, y, marquée par f (x, y), on aura sur-le-champ l’équation primitive 

* f(x,y) = a, 

dmis laquelle a sera la constante aH> itraire. 

Par exemple, I’équatiotp y'== o donne sur-le-champ y—a\ l’équa 

tion xy' — y — o, étant divisée par x 3 , se réduit à / M — o; j’ 

tends par ( ' j la fonction prime de la <|mtntité ^ renfermée entre les 

deux crochets; d’où l’on tire - == a, ou bien, en divisant la même 

x t 

équation par xy, elle devient > 

. y 



en- 


= o, 

y x 


dans laquelle Tes variables x, y ne sont phis mêlées; prenant donc 
la fonction primitive de chaque terme, on ‘aura 


I y — Ix = la, 


3 > èd. 
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la caractéristique 1 indiquant les logarithmes hyperboliques ; d’où l’on 
tire - = a, comme plus haut. 

X s . . *. , , * 

En général, si l’on peut réduire l’équation à la forme 

£r -H r'Fr = O, 

*■ 

ou les variables sont séparées, il n’y aura qu’à prendre les fonctions 
primitives de £r et de j'Fj, et faire la somme égale à une constante 
arbitraire a; et la même chose aura lieu si l’on peut ramener la pro- 
posée à cette forme par une substitution quelconque. - 

Soit, par exemple, une équation de la forme 

/ = r(îV ' 


je fais = u; donc y = xu, y' — xu' -f-n; et l'équation devient. 

par ces substitutions, . ê « 

xu' -4- M = f«, 

laquelle peut se mettre sous la forme 


E U 

- —h fz — O, 

X U — lu ’ 


qui est comprise dans la précédente. 

Si l’on avait l’équation y = f(y\ au lieu de la réduire à la forme 
précédente, j'en prendrais les fonctions primes, ce qui me donnerait 

y' —■ry H f'y' + fy\ 

équation réductible à la forme 

yry 


f , ! 

r ’.r —y 


O, 


et qui, en faisant y' = u , rentre encore dans le cas précédent. Ayant 
trouvé ainsi une équation primitive entre x et u avec une constante 
arbitraire, c’est-a-dire entre x et y', on chassera y' par le moyen de 
la proposée, et Ton aura une équation entre x et y avec la constante 
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arbitraire, laquelle sera, par conséquent, l’équation primitive com- 
plète de la proposée. Cette dernière méthode est, comme l’on voit, 
une application de la théorie du chapitre précédent. 

50. De cette manière, on ramène, comme l’on voit, la recherche 
des fonctions primitives de deux variables à celle des fonctions pri- 
mitives d’une seule variable; mais comme l’on n’y parvient ordinaire- 
ment qu’en employant pour .r et y d’autres variables, comme t et u, 
c’est-à-dire en .substituant pour x et y des fonctions données de t 
et u, il faut observer, à l’égard de ces substitutions, que u devenant 
fonction de t en vertu de l'équation qui a lieu entre x et y, ces deux 
variables devront être aussi regardées comme fonctions de t. Donc, 
ayant supposé y = f.r, on aura, en regardant maintenant .r et y 
comme fonctions de t, y' =xTx (n“ 16); mais, lorsqu’on regarde r 
simplement comme fonction de .r, on a y' — f'.r, comme nous l’avons 
fait jusqu’ici ; donc, poilr passer de cette hypothèse à celle où x et y 

sont fonctions de t, il /aut mettre à la place de y' la quantité <^r 

Ainsi, ayant à transformer l’équation y' — F (.r, r), on commen- 
cera par la changer en y' — x'F (x,.y), ensuite on y substituera 
pour .r, )', x', y' leurs valeurs en t, U et où sera la fonction 
prime de u regardé comme fonction de t. 

De même, puisque.^*" est la fonction prime de y" regardé comme 

* r • - (zX 

fonction de x, il faudra substituer pour y" la quantité , c’est- à- 

r" r'x' ... X -w « 

dire — — ■ e t a j ns ; su ite. 

x * x 1 ’• 

• j / s - j? y* 

Donc, si dans une équation, au lieu de regarder )- comme fonction 

de .r, l’on voulait réciproquement regarder .r comme fonction de r, 
alors la fonction prune de j" deviendrait l’unité, et l’on y substituerait 

simplement ~ pour y', — pour y"; et ainsi de suite. 

* 

51. Il y a, au reste, une mapière générale de trouver l’équation 
primitive d une équation dérivée d’un ordre quelconque ; elle con- 

ti. 
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siste à rendre le premier membre de l’équation, dont le second est 
zéro, une fonction dérivée exacte par le moyen d’un multiplicateur. 
On trouvera dans la leçon XIII du Calcul des Fonctions une dé- 
monstration de l’existence de ce multiplicateur, dans toutes les équa- 
tions dérivées; mais la recherche en est le plus souvent très-difficile, 
ce qui rend cette méthode plus curieuse qu’utile. 

32. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des 
fonctions d’une seule variable, comme de F.r ou de j 'ty, on sait que 
si F.r est une fonction rationnelle de ,r, on peut toujours la décom- 
poser eu différents ternies de la forme af ou , 1 — — , m étant un 

nombre entier positif, et « -+- fer un facteur du dénominateur de la 
fonction, si elle en a un. Ainsi la fonction primitivede F.r sera composée 

d’autant de termes de la forme — et — > , ou |, r s i ni = — i , 

m 4-1 «(r — vu) 

I (n i /» » 

et - ^ — - si y» *= i ; et il en ser;yde même de la fonction primitive 

de.r'Fj- 

Si F.r contient ues quantités irrationnelles, on les fera disparaître 
par des substitutions, ce qui n’est possible en général, par les méthodes - 

connues, que pour les radicaux de la forme y a -+- bx -+- c.r*. Quand 
il y a daqs F.r des radicaux plus compliqués, ou même quand il y a 
plus d'un radical de cette forme, Ja recherche de la fonction primitive 
devient impossible, en général, par les méthodes connues; et l’on ne 
peut l'obtenir que par* le moyen Je» séries, soit en faisant disparaître 
les radicaux par leur Résolution en série, soit en employant la méthode 
générale pour le développement eg série de toute fonction de..r (n°33). 
Pour cela, on supposera f'.r = F.r; delà on aura 

, ' f ff a- =F'.r, ( m x = ¥"x, etc. 

Donc la valeur de £r, fonction primitive de Fr, sera représentée 


ainsi, 


fr x= f h- .rF -4- - P' ArF", etc., 
«• a a.j 
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les quantités f, F, F', etc., étant les valeurs de £r, F.r, F'x, etc., 
lorsque xç=,o, où l’on voit que f sera une constante, indéterminée. 

. , -, * i- t' 

!>3. Si, pour une équation proposée d’un ordre quelconque, on 
parvient à trouver une équation d’un ordre inférieur qui ne renferme 
point de constantes arbitraires, ou qui n’en renferme pas autant qu’il 
peut y en avoir, alors cette équation ne pourra pas être regardée 
comme une équation primitive complète, mais elle ne sera qu’un cas 
particulier de cette équation, dans lequel on aurait donné aux con- 
stantes arbitraires des valeurs particulières. 

Mais il y a un cas très-étendu, dans lequel il suffit d’avoir plusieurs 
valeurs particulières de y en x pour pouvoir en obtenir la valeur 
complète; c’est celui où l’équation d’un ordre quelconque ne ren- 
ferme tes y, r', y", etc., que sous la forme linéaire. 

Soit, en effet, proposée l’équation 

Aj -4- Br' -t- Cr ' -f- Dy w •+* ... = o, 

dans laquelle A, B, C, etc., sont des fonctions données de a- seul. 
Soient p, q, r, etc., des fonctions différentes de jK, qui, étant substi- 
tuées pour y, satisfassent chacune en particulier à cette, équation , je 
dis que l’on aura, en général, 

y — ap -f- bq H- cr -+- . . . , 

* 

a, b, c, etc., étant des constantes arbitraires, ce qui est évident; 
car cette expression de y étant substituée dans la même équation, y 
satisfera indépendamment des constantes. D’où il suit que si le nombre 
des valeurs particulières p, q, r, etc., est égal à celui de l’ordre de 
l’équation proposée, c’est-à-dire à l’indice de la fonction dérivée la plus 
élevée, on aura l’expression complète de y. L’analyse du n" 44 
fournit un exemple de cette méthode. 

Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur complète de 
y, qui satisfera à l’équation 

Aj ■+■ by' -y G y” -4- ... = X, 

X étant aussi une fonction quelconque de x. 
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Comme cette méthojJe est une des plus utiles dans ce genre d'ana- 
lyse, je crois dévpir l'eJEposer Ici en peu de mots. 

’t ^ ^ ^ , - * . . , 

54.* Supposons que l’équation proposée soit du troisième ordi - e, 
on verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quel- 
conque. Soit -donc l'équation 

* ... ."#+V T* — x,* 

t 

et soient p, q, r trois valeurs dilTérentes et particulières de y et .r, 
qui satisfassent à J’équation 

A y -i- Bj' -t-.C)-’' -t- r” = o; 

en sorte qüe I on ait 

ÊSÈ& B// + (://' + //• = o, 

Bÿ' -4- Cq" ■+■ q m = çfj 
** Ar -t-, Br' -4- G/ " -t- r" = o> 

Supposons y = ap -t- bq -t- cr, et regardons a, b, c comme trois 
.fonctions inconnues de x qu’il s’agira de déterminer; en prenant les 
fonctions prifnes, secondes et tierces de r, on aura d’abord 

y’ = ap' -4- bq' -4- cf' -4- pa' -4- qb' -+- rc'. 

•le suppose pa' -+- qb' -4- cr' — o, j’aurai simplement 

> y' = °p' r ït h<i ' + cr '- 

De là, en prenant de nouveau letf fonctions primes, j’aurai 
* y" ■= ap " -4- bq" -+- cr' - 4 - a'p' -4- b'q' -4- c'r'. 

.le suppose derechef a'p' - 4 - b'q' - 4 - c'r' = o, j’aurai simplement 
y " = ap " - 4 - bq" ■+■ cr"; 

d’où je tire, en prenant encore les fonctiohs primes, 

— ap bq • cr - 4 - a p -4- o q -4 - c r . 
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Je substitue maintenant les valeurs de y, y ' , y” et y" dans l’équation 
proposée, il est visible que par la nature des quantités p, q, r,4e s 
termes qui contiendront a, b, c se détruiront, et il ne restera que 
l’équation *, 

• ? a'p" ■+■ b'q" + c'r" = X., 

• ■ • « ' •’ . » . , .* . • . 

qui, étant combinée avec les deux équations supposées • 

a'p ^|- b'q -+- c'r == o, 
a'p' -t- b'q' 


b'q' -t- c'r’ = o, 


% 


servira à déterminer les trois quantités a, b’, c', les quantités/?, q, r 
et leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que hi quan- 
tité X. - ï 

Supposons donc que l’on ait trouvé a' = P, b 1 = Q, c’ = R, ces 
quantités P, Q, R étant des fonctions connues de x, il n’y aura qu’à 
les regarder oomme des fonctions primes et en cheroher les fonctions 
primitives, qui contiendront chacune une constante arbitraire qui 
pourra lui être ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues 
a, b , c, qOe l’on substituera ensuite dans l’expression de» ) .' 

A 

55. Lorsque l’équation n’est que du premier ordre, on n’a besoin 
que. d’une valeur p, et l’on peut toujours la trouver, car on a alors 
l’équation A y -+- p' — o, à laquelle satisfait cette valeur p = e~ M , 
M étant la fonction primitive de A, de manière que M' = A, et c 
dénotant -toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l’unité; en effet, on aura, en prenant les fonctions primes, 

/?'= — M'e -M = — s A/>. 

I * -A*-, " ' 

Pour les équations d’un ordre sûpérieur au premier, il n’y a pas de 
méthode générale pour trouver les valeurs de p, q, etc., à moins que 
les coefficients A, B, C, etc., ne soient constants. Mais, dans ce cas, 
il est aisé de les trouver, car il n’y a qu’à supposer p = e’"' r , m étant 
une constante indéterminée; on aura 


= me 


= rn‘e 


etc.; 
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« • 

donc l’équation 

. V ' • . - f ' 

A/j 4- B// • -+- Cp* -h T)p m - 4 - ... = o 

deviehdra' 

Bi/ï —f- - C/n* 4" D/w 1 -4- .. . « o, 
r ' ■ \ 

laquelle sera, généralement parlant, d un degré égal à l’ordre de 
l’équation proposée. Elle aura donc autant de racines qu'il y a d'unités 
dans ce degré; et si l’on désigne ees racines par ni, n, etc. , on aura 

P = e mx , _ q = e nx , etc. ; . 

de sorte que, dans ce cas, la difliculté est réduite à la résolution des 
équations. * 

» v , 

56. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le sont 
pas, par le moyen des substitutions; et comme cette transformation 
est toujours avantageuse»- voici deux cas très-étendus on elle réussit : 

Le premier est celui de l'équation 

• -* • 

y — xfy' -+- F 'y', . . 

qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus 
(n° 54); j’en prends d’abord les fonctions primes, j’«i 

/ = xy'Vÿ - 4 - (y' + y'F'y'-, 

je fais y' — z, et par conséquent y" — z', j’ai 

z — xz'f’z - 4 - fs -f- z'F'z, 

* 


équation du premier ordre en x et z, où z est censé fonction de x. 

Maintenant je regarde x comme une fonction de *; il faudra mettre 

, - 

-t à la place de z' (n“ 50), et il viendra l’équation 

xt'z - 4 - (fs — z) x' -f- F 'z = o, 


qui est, comme l’on voit, du premier ordre, et linéaire en x. On 
pourra donc, par la méthode précédente, en trouver l’équation pri- 
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niitive en x et z; mais la proposée, par la substitution de z au lieu 
de y', devient 

,, ,y=x(z-h¥z; 

éliminant donc 2 de ces deux équations, on aura une équation en x 
et y 4 qui sera l’équation primitive de l’équation proposée. 

^ Le second cas est celui de l’équation 

y' -f- Mj J + N =5 O, 

’ 1 

M et N étant des fofictions de x. Ici je fais y = ^ , ce qui donne 


'.Ms Ms’ 


s'M’ 
M’r ; 


substituant ces valeurs et multipliant par Mz, l’équation devient 


r -^f + MN2 = o, 


qui est, comme l’on voit, du second ordre, mais linéaire par rapport 


Supposons que l’on ait trouvé d’une manière quelconque deux 
valeurs particulières de y en x , ©’est-à-dire sans constante arbitraire, 

que nous dénoterons par p et q. Pour la valeqr p, on aura j ~=p, 

d’où I on tire z — e r , en dénotant par P la fonction primitive de ywM; 
on aura de même pour la valeur q, z = e®, Q étant la fonction 
primitive de qM . Ayant ainsi deux valeurs particulières de z, on aura 
la valeur complète (n° 53) 

z = ae v -f- Ae*?, 

a et b étant deux constantes arbitraires; donc, puisque y = et 

que P' = y»Rt, Q' = yM, on aura cette valeur complète de j, 

- ^ ». « 

a pe v +bqe { i 

,r «e l ’-t-Ae9 ’ ” ' 
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c'est-à-dire, en faisant - = r, 

a * - 

p+cqeQ~ p ^ 

i -I- cc^~ v 

où c est la constante arbitraire. 

Par exemple, si N = — mM, m étant une constante, il est aisé de 

voir que l’on satisfera à la proposée en j, en faisant y = \Jm -, et, à 
cause de l’ambiguité du radical, on aura 



donc, nommant L la fonction primitive de M, on aura 
P = L \fïn, Q= — L \jm, 
et la valeur complète de y sera 

(l — cc _jLv '"') \jm 


Au reste, dans ce cas, l’équation proposée peut se mettre sous la 
(orme 



où les variables .r et y sont séparées, et dont on peut trouver l’équa- 
tion primitive, comme nous l’avons montré plus haut. 


57. Lorsque l’équation proposée n’cstpaslinéaireen j,j', y", etc., 
ou qu’elle n’est pas comprise sous la forme précédente, je ne connais 
aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulières de 
y que l’on aurait trouvées; mais on y peut toujours parvenir par le 
moyen des séries. 

Supposons, en effet, que pour une équation du premier ordre en 
r, jet y', la valeur complète de jsoit f(.r, «), a étant la constante 
arbitraire. En donnant à a une valeur particulière A, la quantité f (x, a) 
deviendra une valeur particulière de j, que nous nommerons p, et 
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9 1 

que nous supposerons connue d’une manière quelconque. Faisons 
maintenant a = h -+- i, et développons la fonction f (x, h -t- /' ) en 
série ascendante suivant les puissances de i, le premier terme sera 
f (x, h) = p, et les autres termes seront de la forme qi -t -ri* -+- ..., 
q, r, etc., étant des fonctions de x. Si l’on substitue cette expression 
de y dans l’équation donnée du premier ordre, il faudra qu’elle se 
vérifie, indépendamment de la constante i qui doit demeurer arbitraire . 

Soit donc y' = F (x, y) l’équation du premier ordre, à laquelle 
satisfait la valeur particulière y = p; on aura, d’après cette condition . 

P' = F (*./>) - 

Substituons pour y la série p -4- iq -4- iV -t-* ... t et développons 
aussi La fonction F (x, y) en série suivant les puissances de i; si l’on 
dénote simplement par F'( j), F"(j), etc., les fonctions primes, 
secondes, etc., de F (x, y) prises relativement à y seul, et que l’on 
fasse, pour abréger, o = iq 4- i*r -f- ..., on aura, par la théorie ex- 
posée plus haut sur le développement des fonctions, 

• . • 

F (x, y) — F (x, p ) -t- oF’(p) -t- °- F" (p) -+- . . . . 

9 

D'un autre côté on aura, en prenant les fonctions primes, 
y' — p' q'i -|- r'i % y- ...; 

donc, substituant ces valeurs dans l’équation y' = F(x, y), et 
ordonnant les termes suivant les puissances de i, on aura, à cause de 
P' — F (*>/>). 

iq' -t- *'V -4- ... = iqF'(p) -4- i’[rF'(/>) -+•* -t- 

. > % 

d’où l’on tire, par la comparaison des termes affectés des mêmes 
puissances de i, les équations suivantes : 

q' = qF’(p), f = rF'(p) -t-f F" (/>), etc., 
qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues q, r, etc. 
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Comme les quantités V '(/?), F "(p), etc., sont des fonctions don- 
nées de x, il est visible que l'on n’aura pour ces inconnues que des 
équations linéaires du premier ordre , susceptibles de la méthode du 
n° 3 d ; il ne sera pas même nécessaire d’avoir les valeurs complètes 
d e 7, r, etc., il suffira d’avoir des valeurs quelconques qui satisfassent 
à ces équations de condition. 

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités r/, r, s, etc., on 
aura cette valeur complète de y, 

y =p -+- iV 1 ■+■ i*r -t- . . . , 

dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur 
particulière y = p. Cette valeur sera, à la vérité, exprimée par "une 
série, mais la convergence de cette série ne dépendra que de la valeur 
de la constante i. 

Cette méthode est aussi applicable, avec l’extension convenable, 
aux équations des ordres supérieurs au premier; mais les équations 
que l’on trouvera pour la détermination des fonctions inconnues 
seront du même ordre, et, par conséquent, l’on ne pourra trouver, 
en général, les valeurs de ces fonctions que dans le cas où les coeffi- 
cients seront constants. 

Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des princi- 
paux problèmes de la théorie des planètes. Comme les excentricités 
et les inclinaisons que l'on doit regarder comme des constantes arbi- 
traires sbnt fort petites, et que l’effet des attractions est aussi très- 
petit, le cercle fournit d’abord des valeurs particulières, et l’on 
complète ensuite ces valeurs par des séries qui procèdent suivant 
les puissances de ces constantes très-petites. 
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CHAPITRE NEUVIÈME. 

v 

• » 

• , • 

Des valeurs singulières qui ne sont pas comprises dans les équa- 
tions primitives complètes. Des équations primitives singulières . 

+. * 


£»8. La méthode que nous venons d’exposer pour trouver l'équa- 
tion primitive par le moyen des séries est fondée sur fa supposition 
que toute fonction F (x, y) de deux variables .r, y, puisse toujours, 
par la substitution de p -+- qi ri* -f- à la place de y, se déve- 
lopper en une série ascendante, suivant les puissances entières de /; 
mais, comme cette série résulte du développement d’une fonction de 
y -+- o, en faisant o —qi-y ri 1 -I- ..., et donnant à y une valeut 
particulière p , il s’ensuit de la théorie que nous avons donnée dans 
le chapitre V, que ce développement pourrait contenir des puissances 
fractionnaires ou négatives de o, auquel cas la série dont il s’agit con- 
tiendrait nécessairement de pareilles puissances de i. Alors la série qui 
doit représenter la valeur de y pourra ne plus avoir la même forme ; 
mais comme y = f (.r, a ) , et que l’on suppose a = A-hietp=f (.r, A) , 
le premier terme sera toujours p, et le second pourra encore être 
supposé de la forme qi ; car, s’il était de la forme qi ", n étant un ex- 

I 

posant quelconque, il n’y aurait qu’à substituer i" à la place de i, et 

I 

supposer que a devienne h -+- i", ce qui est indifférent, puisque l'on 
regarde i comme une constante arbitraire ; mais les termes suivants 
pourront être de la forme ri” -4- si" ■+■ . . . , où m devra être > i , 
n > m, etc., par hypothèse. 
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Substituant donc , dans F ( x , y ) , pour y, la série 

• * » 

- p -4- qi -h ri n -f- si" -4- 


et développant suivant les puissances ascendantes de i, on aura une 
série de cette forme 

F (x, p) - 4 - Pt' H- Qi’ - 4 - . v ,- 

*' ’ , V 

u étant différent de l'unité, t > ju, etc., et P, Q étant des fonctions 
données de r. Donc l’équation y' = F (x, y) deviendra, par ces sub- 
stitutions , 

V -4- i m r' -f- t'V -i- ... = Pt" Q i* 

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de t. 

Donc, si (Ji > i , on pourra faire q' = b, m = p et r' = P, en- 
suite n = v, s' — Q, etc. Ainsi, on aura d’abord q égal à une con- 
stante, ou plus simplement q = i ; ensuite, comme P ne dépend que 
de q et de x, on trouvera la valeur.de r en prenant la fonction primi- 
tive de P; et ainsi de suite. 


59. Mais si /u < i, alors il sera impossible de satisfaire à l'équa- 
tion, de manière que t demeure une constante arbitraire, et l’on devra 
en conclure que la valeur particulière/?, ne pouvant pas être complétée 
ainsi, ne saurait être contenue dans l’expression générale f (x, a) qui 
représente la valeur complète de y. 

Maintenant il est visible que quel que puisse être le premier terme Pi 
du développement de F (x,y) par la substitution de/? -4- qi -f- ri m - 1 - . . . , 
à la place de y, il ne peut venir que des termes p -t- qi, de sorte qu’il 
sera le même que si l’on substituait simplement p H- qik la place de r- 
Donc le développement de F {x, y) par la substitution de p H- o à la 


place de j sera F(x,p) -f- 5îî_ 


donc, puisque la série résultante 


de ce développement contient un terme affecté de o", où /u. est > o 
et < i , il s’ensuit de la théorie donnée au n° 29, que la fonction prime 
F' (j) devra devenir infinie, lorsque y = p. 


«L 
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De là on tire cette conclusion, que la valeur particulière p ne pourra 
pas être contenue dans l’expression complète de y, si cette valeur 

rend la fonction F'(jy) infinie, c’est-à-dire la fonction nulle. 
Réciproquement donc, l’équation ^ — o donnera toutes les 


valeurs de y, qui, pouvant satisfaire à l’équation, y' = F (.r, y) 
comme valeurs particulières, ne seront pas renfermées dans la valeur 
complète. On pourra appeler ces valeurs, valeurs singulières, pour 
les distinguer des autres ; et, en général, l’on pourra appeler équation 
primitive singulière, toute équation en .r et y qui satisfera à une équa- 
tion du premier ordre entre x, y et y', ou à une équation d’un ordre 
supérieur, et qui ne sera pas comprise dans l’équation primitive com- 
plète, c’est-à-dire qui ne sera pas un cas particulier de cette équation. 


60. Nous venons de voir qu’il y a une espèce -d'équations qui 
peuvent satisfaire à des équations d’un ordre supérieur, et qui ne 
satisfont pas aux équations d’où celles-ci peuvent être dérivées, parce 
qu’elles ne sont pas renfermées dans les équations complètes d’un 
ordre inférieur à celles-ci. Ces équations ne forment pas une excep- 
tion à la théorie générale exposée plus haut - (n° 46) ; mais elles résul- 
tent d’une considération particulière dans la manière dont les équations 
d’un ordre supérieur sont dérivées par l’élimination des constantes. 
En effet, on y a vu que les deux équations F (x, y) = o et F (or, y)'— o 
donnent, par l’élimination d’une constante a, une équation dérivée 
du premier ordre entre x, y et y', dont F(.r, .r) = o sera l’équation 
primitive. 

Or il est évident que le résultat de cette élimination serait le même 
si la quantité a r au lieu d’être constante, était une fonction quelcon- 
que de x\ mais, dans ce cas , la fonction prime de F (.r, y) ne serait 
plus simplement F (x,yY, elle contiendrait de plus une partie pro- 
venant de la variation de a ; et si l’on désigne par F» la fonction 
prime de F (ar, y), prise relativement à la variable a, on aura a'F'(n) 
pour la partie dont il s’agit, a' étant la fonction prime de a regardé 
comme fonction de ar. 4 
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Ainsi, dans le cas où a serait fonction de x, l’équation prime de 
F (x, y) = o serait F (jf, >■)' -+- a' F' (a) = o; donc, pour qu’elle se 
réduise à F (x, y) 1 .— ci, comme dans le cas de a constant, il faudra 
que l’on ait F , (a) = o, équation qui servira à déterminer lavaient- 
«le a, et qifi n’est autre chose, comme l’on voit, que l’équation prime 
de l’équation" primitive, prise relativement à a. D r où il s’ensuit que 
si l’on substitue cette valeur de a dans l’équation primitive F(.r,_j-)=o, 
on aura une équation eji x et y, qui satisfera également à l’éqiation 
• lu premier ordre, et qui ne sera pas renfermée dans l’équation pri- 
mitive où « est la constante arbitraire. 

On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres 
supérieurs, et en déduire des conclusions semblables. 

I 

(il. Pour voir maintenant si l’équation qui résulte de cette consi- 
dération est la même que l’équation primitive singulière, déduite de 
l’analyse précédente, supposons, comme plus haut (n° 58), que 
l’équation du premier ordrp soit réduite à la forme y' — F (x, y), et 
que son équation primitive complète soit y = f (x, â),yi étant la 
constante arbitraire. Pour en déduire l’équation primitive où a est 
variable, on prendra l’équation prime relativement à a seul; et si l’on 
désigne par (x, o) la fonction prime de f (x, a), prise relativement 
à o, on aura tp (je, a) = o; d’où l’on tirera a, que l’on substituera 
dans f(x, a), et l’on aura une valeur particulière de y, qui satisfera 
aussi à la proposée «iu premier ordre. Nous appellerons /> <iette valeur 
particulière, comme dans le numéro cité. 

Maintenant, puisque la valeur complète f (x, a) de_y’doit satisfaire à 
l’équation y'— F (x, y ) , quelle que, soit la constante a , il s'ensuit qu’en 
faisant la substitution, l’équation résultante f' (x, a)= F£x, f(x, o)] 
devra avoir lieu, quelle «pie soit ta valeur de a. Par conséquent, son 
équation prime, prise relativement à a regardé comme seule variable, 
devra avoir lieu aussi, quelle que soit la valeur de a (n° 17). 

Puisque f'(x, a) est la fonction prime de f(x, a), prise relative- 
ment à x, la fonction prime de celle-ci, prise relativement à a, sera 
donc la fonction seconde de f (x, a), prise d’abord relativement à x, 
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et ensuite relativement à a, la<|uelle est la même chose, comme nous 
•le ilémontrerons plus bas, que la fonction seconde de f (x, a), prise 
d'abord relativement à a, et ensuite relativement à x. Ainsi, ayant 
désigné par $ (,r, a) la fonction prime de F (x, n) par rapport à a, 
on aura <p' {.r, a) pour la fonction prime de f'(.r, n ) , prise également 
par rapport à a , les traits appliqués aux caractéristiques f et p ne se 
rapportant qu’à la variable x. 

A l'égard de la fonction F [x, f (x, a)|, comme elle résulte de la 
substitution de f(x, a) à la place de y dans P(x, y), sa fonction prime, 
relativement à a, sera exprimée par F'( y) . 0 (x, a) ( n" lti), 
puisque nous avons désigné paç F ' ( _y) la fonction prime de F(x,y) 
relativement à y; et par <p (x, «) la fonction prime de f (x, a) ou y, re- 
lativement à a. 

Donc l’équation prime de l’équation f' (x, n) — F (x, y), prise 
relativement à a, sera 


U ' 

d’où l’on tire 


ip'(x, a) = F' (y) . <p (x, «); 




a ) ■ 
ï(jc, a) 


Or nous venons de trouver que, pour avoir la valeur particu- 
lière/», il faut substituer dans f(x, a) la valeur de a, tirée de l’équa- 
tion 0 (x, a) = o. Dénotons par X cette valeur de <t, qui sera une 
fonction de x, la fonction 0 (x, -a) aura cette forme > 


f (•*» «) = v (X — a) m , 

m étant > o, et V étant une fonction de x, qüi ne deviendra ni nulle 
ni infinie lorsque a — X; on tirera de là 

<p' (x, «) = V ' (X - a j" -K mV X' (X - ■ ' 

' . / V ■» 

Donc on aura j. 

, V' mX' 

. F(. r ) = ^+ X - V •. 

Mais y devient p lorsque à — X; donc F'(j') deviendra infini 
3* èd. f 3 
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lorsque y = p, comme dans le cas du n® 59. Ainsi les deux méthodes 
des n“ 58 et 60 conduisent aux mêmes résultats, et donnent les- 
mêmes valeurs singulières; mais la seconde a l'avantage d’être plus 
directe et de donner la vraie métaphysique de cette espèce de paradoxe. 


62. Supposons, pour donner un exemple,* que l'équation primitive 
soit 

x* — 2 ay — a 1 — = o; 

en prenant les fonctions primes, on aura l’équation prime 


x — ay' == o; 

éliminant a par le moyen de l’équation primitive, on aura l’équation 
du premier ordre 

i — [-J + \Jx* -+- X 7 ~ = o, 

dont celle-là sera l'équation primitive complète, « étant la constante 
arbitraire. 

Maintenant, si l’on prend la fonction prime de la même équation 
r* — ïay — a * — b? — o, relativement à Ta quantité a regardée 
comme une fonction de .V, on aura 

— a (y «)«' = o, 

ce qui donne - *_ * « 

y-tr.a = 6, a — — y, 

et, substituant cette valeur dans la même équation primitive, on aura 
x 7 -+- y*. — b 1 = o. 

C.ette équation satisfera, par conséquent, aussi à la même équation 
du premier ordre, ce qui est aisé à vérifier; car elle donne 

. y* — b 1 — .r*. et yy' — — .r, 

valeurs qui, étant substituées dans la quantité 

x -y yy’ — y'^x' ^-ÿ*. — b 1 . 
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la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l'équation primitive 
singulière. 

Kn effet, suivant la théorie du n” 61 , on aura, dans le cas présent, 
F (.r, y) = , X ■ j ■ ji et n = \J b 2 — .r’ ; 

— y -+• \' T ’ -\-y' + b' 

donc, en prenant les fonctions primes relativement à y seul, on trou- 


F* ^ ^ 

[ — r + VT’ + l' — î>‘ j y.r’ -H > ' — b' 

quantitc qui devient infinie, comme l’on voit, par la supposition de 

4 •„ . 

(»•">. Supposons maintenant que l’on ait l'équation du premier ordre 
)•'= Fy, et que la fonction Fj de » soit telle, qu’elle devienne nulle 
lorsque y est égal à une constante donnée b ; il est visible que cette 
valeur de y satisfera à l’équation; car y = b donne aussi y' = o. ( >n 
demande si cette valeur de y est une valeur particulière comprise dans 
la valeur complète, ou bien si ce n’est qu* une valeur singulière. On 
prendra la fonction prime de Fy, et si FV devient infini lorsque 
y = b , la valeur b ne sera qu’une valeur singulière, sinon elle sera 
une valeur particulière. 

Soit Fy — K (y — b) m , /«étant > o et K une constante, on aura 

* * . ‘ » 

F ' y = mh ( y — é)"”'., 

quantité qui devient infinie lorsque /// < i ; donc. Ip valeur y = b 
sera une valeur singulière, si m > o t,'ef une simple valeur 

particulière, si rn = ou > t. En effet, l'équation y' = K ( y — b) m 
étant divisée par (y — b)” et mise sous la forme 

( r _é)— v '_K = o f 


a pour équation primitive 

'(r-A)— 


— K.C — a , 
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a étant la constant? arbitraire; d’où l’on tire 

I * 

Y = b -h [(/« — i) (a -Y- K.r)]‘~“. 

I 

Donc, pour que l'on ait y — h, il faudra que la quantité (a -+- K.r) ' * 
devienne nulle. Or, si m > o et < i , l'exposant sera positif; 

par conséquent, il sera impossible de donner à a mie valeur qui 
fasse évanouir la quantité dont il s’agit. Mais si m > i , alors l'expo- 

i , . ' ■ * ~îr~ 

sant ] m devenant négatif, la quantité (a -+• K.r) ’ " deviendra nulle 

lorsque a sera infinie; car, faisant « = * » cette quantité deviendra 

’ I 

- * 

• . ~;'_y 

(H-Kcr)™-' 

laquelle devient zéro lorsque <• — o. 

T,a même chose a lieu lorsque m = i; alors l’cquatiou primitive 
contient des logarithmes ou des exponentielles, car ou a 

. . y = K (.»- — b), 

et, divisant par _r — /*, * 



.ÿl ( y — b) — K.r = In, 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, et a la 
constante arbitraire. Ici il est évident qu’en faisant a égal à zéro, on 
aura y = b. 

Supposons encore Fr = \/Y, Y étant une fonction de y qui 
devienne nulle lorsque .y = b, on aura 

Y '■» 

F > = —si 

• 2 V * 
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donc, puisque Y devient nul lorsque y = b, si \ ' ne devient pas 
nul en même temps, F 'y deviendra alors intïni, et la valeur y = b 
ne sera qu’une, valeur singulière. Donc, pour que cette, valeur soit 
une simple valeur particulière, jl faudra que Y ' devienne nuf en même 
temps que Y leAf faisant r— b. 

Cette théorie des équipons primitives singulières est présentée 
d'une manière plus générale, et aVeç de nouveaux détails, dans les 
leçons Yl V j'XV, XVÏet X\ Il sujette Calcul des /'onctions, auxquelles 
nous renvoyons ies lecteurs qui désireraient approfondir davantage 
ce point d'analyse. 




► 


* 
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•* % 

• f K 

* fc * c 

Del’ emploi Ses fonctions dérivées dans f analyse, et de Ut détermination 
f/< s constantes arbitraires. Application à la sommation des suites 

et à la résolution des équations du troisième degré. 

< • / * 


tii. Par les principes que jious venons d'établir à l’égard des con- 
stantes arbitraires, on voit que ees constantes forment la liaison entre 
les équations primitives et les équations dérivées: celles-ci sont par 
elles-inèmes plus générales que les équations d'où elles dérivent, à 
raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu ; 
♦ elles équivalent proprement à toutes les équations primitives qui ne 
différeraient entre elles que par les valeurs «le ces constantes. 

On peut donc toujours passer d’une équation regardée comme pri- 
mitive, à une de ses dérivées d'un ordre quelconque, et réciproque- 
ment, revenir de celle-ci à celle-là, pourvu que cette dernière opé- 
ration introduise toujours des constantes arbitraires, et que l’on ait 
soin de déterminer ces constantes d'une manière conforme à l'équa- 
tion primitive , comme nous* en avons déjà donné des exemples 
(n°‘ 49 et suivants). Avec cette attention, on pourra employer dans 
l’analyse les opérations relatives aux fonctions, comme on y emploie 
les opérations ordinaires de l'algèbre. 

Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement 
en déduire des équations dérivées d’un ordre quelconque ; mais, pour 
revenir de celles-ci à une équation en x et y, il faudra tenir compte 
des constantes arbitraires, et les déterminer de manière que les valeurs 
de ) et de scs dérivées y', y ", etc. , soient les mêmes pour une valeur 
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* ' ^ Jm * * •* 

donnée de a?, comme x == c£t*jue celles qui résultent de l'équation 
donnée. *•*£;» 

Si 1 équation proposée n'était que dû premier ordre eux, » , y', 
alors iœtte équation ne pouvant fournir que les valeurs de t V , , < y ,r ,jete.. 
en’x et y , ces valeurs, pour x = o, contiendraient la valeur indéter- 
minée de r; par conséquent, les eoirstantes aibi|caices dépendraient 
alors de cette valeur, qui serait elle-même une coultimte arbitrait; 
de sorte que, dans ce cas, toutes les constantes arbitraires se rédui- 
raient à une seule. Files se réduiraient à deux, par la même raison, 
si I équation proposée était du second ordre en .r, r, 7 ' et r w ; el 
ainsi de suite. 


65. Pour faire mieux sentir l’esprit et l’usage de ces opérations, 
nous allons les appliquer encore à quelques exemples qui serviront 
en même temps d’exercice de calcul. 

Soit proposée la série /•» 


l m w( m-H ) m(m4-i)(w4-a) 

n n(n-4-i)‘ n(n+i){n+l) 



A 


dont on demande la somme. • 

Supposoüs-la égale à y, en sorte que l’on ait une équation en,x et 
,V ! je’ multiplie cette équation par x" -1 , ce qui donne 



«(«+.) 


Je prends les fonctions primes de tous les termes,. j'ai 

. 

A'-' + (n- 0^" 3 = (n - . )’ *~ » 4- nu* ' +■ 

n(n-t-i) ’ 

. - *-y • 


'-n; 1 " 


ue 


où l’on voit qu’il a disparu un facteur du dénominateur de clufq 

terme. 7^ * • * - 

Je multiplie maintenant l’équation précédente par x" - ", j’ai 



io4 

Celle-ci, 

' y'*".-' 4- 


THEORIK DES FONCTIONS, 


{« — i) )vr m - * = (n — i j j- m - J 4 - /«j? m 1 4- 


m (m 4- 1 ) (m 4- a) 
n (n4-i) " 




.le fais le premier membre égal à p ' , />' étant la fonction prime He p, 
et je prends V équation primitive; j’ai 


p = — — x 

• i " — i . 


n < n(" + 0 , 


Je n’ajoute point de constante arbitraire ici, parce qu’elle peut être 
censée renfermée dans p. . 

Maintenant, en comparant cette nouvelle série avec la proposée 
que l’on a supposée égale à y, il est visible que l’on aura l’équation 




« « n 

l) = X 

1 m — i 


■O’; 


y'.v m 1 4- (« — on aura cette équation du premier ordre 


prenant les fonctions primes, et substituant pour p' sa valeur 

linéaire en y, 

(/; — l) x mJft 4- y'x m 4- .. 
laquelle se réduit à cette forme, 


mx m 'y — y x° 


(n — i l yx“ 


n — î - — nue 
x(i — x) • 




Cette équation étant susceptible de la méthode du n” 5$, on pourra 
donc trouver la valeur y en x, qui sera, par conséquent, la somme 
de la série proposée. Mais cette valeur devra contenir une constante 
arbitraire, que l'on déterminera de manière que y soit égal à t lorsque 
.r = o, comme il résulte de la série donnée. 

Si la série n’avait contenu que des facteurs simples, comme 


l 4 x 

n 


m J±2. r *. 

n 4*i 


a 


Digitized by Google 



première partie. — chapitre dixième. 
on eût trouvé, par les memes opérations, 


n — 1 n 

u = x 

• ni i 


Or on sait que 




i 

i — x’ 


donc on aurait, dans ce cas, 


n — i . x m 

p == x H ; 

' m — i i — x 


io:> 


prenant les fonctions primes, et substituant la valeur de //, on aurait 

r'r "- 1 H- (* - =*<* - i) x - 9 

savoir, 

/ (n — i)r n — i m- . x 

■ Y 4 t ~ _ r __t_ 7=x' fT (i— x)’’ 

équation également linéaire du premier ordre,. 

(jette méthode s’applique à des séries plus compliquées, et peut 
conduire à des équations linéaires d’un ordre supérieur au premier. 
J’ai cru devoir au moins l’indiquer, étant presque la seule méthode 
générale pour la sommation des suites. 

» 

Ht». Soit maintenant proposée l’équation 

y = Ax -t- Bx 5 -t- x’, 

dans laquelle on demande l’expression de x en y. Cette expression 
peut s'obtenir par la formule connue pour la résolution des équations 
du troisième degré. Voici comment on y peut parvenir par la théorie 
des fonctions. 

En prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

. * 

y’ = A -t- aBx -(- 3x’, y" == aB -f- 6x; 

3' id. tm i4 
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si donc je forme la quantité 

y 4- (m 4- nx)/ 4 - ( p 4- qx 4 - rx 1 ) y", 

•' ¥ • 

où rn, n, p, q, r sont des coefficients arbitraires, j’aurai un quatri- 
iiôme qui contiendra les puissances x, x 1 et x *, et je pourrai faire 
évanouir les termes multipliés par chacune de ces puissances; j’aurai 
ainsi une équation du second ordre de la forme 

/+(/»+ nx).r' 4- (p -H qx -t-'rx') y* = C, 

où C sera une quantité constante; et cette équation renfermera encore 
«leux coefficients indéterminés. 

Je pourrai donc ^encore faire en sorte qu’étant multipliée par iy' , 
elle ait une équation primitive; car pour cela, il suffira de faire 
q — a/n, r = n, et l’équation primitive sera 

. y* -t- (p -4- a/nx 4- nx 1 ) y'* = aCj -+- a, 

a étant une constante arbitraire que l’on déterminera, comme nous 
l’avons dit, en supposant x = o, et mettant pour y et y' leurs 
valeurs tirées de l’équation proposée. Or elle donne, dans ce cas, 
y = o, y' = A ; donc, faisant ces substitutions dans l’équation pré- 
cédente, elle donnera pS. 1 — a. 

Ainsi on aura cette équation en y, du premier ordre, 

y* 4- (// -4- a mx -t- nx 1 ) y' 1 = aCy 4- p.V, 

où x ne monte qu’au second degré; circonstance sans laquelle on 
n’aurait rien gagné pour la détermination dex en y. 

Mais avant d’aller plus loin,, il faut satisfaire aux conditions néces- 
saires pour que la quantité y 4 - (rn -t- nx) y ' 4 - ( p 4 - a/nx 4- nx 3 )y ", 
après la substitution des valeurs de y, y', y", devienne égale à une 
constante G. Cette substitution domte la quantité 

Ax 4 - Iir’ 4 - x 1 4- (rn 4- n. r) (A. 4- aBx -t- 3x*j 
• ' -h (p -h 2 mx 4- nx J ) (aB 4- 6x); 

développant, ordonnant les termes suivant les puissances de x, et 
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égalant à C le terme sans .r, et les autres à zéro, on aura 

rnA -|- a/>B = C, (i -|- n) A -4- 6mB 4- 6 p — o, 

(i 4 - 4 n) B -f- i5ot — o, i 4 - 9 / 1 = o, 

d’où l'on tire 


n = 


R 

> 

a 7 


B*— 4A , 

p — — et 

r a 7 


( , _ aB»— 9AB 
a 7 


Retenons, pour plus de simplicité, les quantités p et C, et substi- 
tuons celles de m et n dans l'équation ci-dessus, elle deviendra, en 
tirant la valeur de r', 


v > 3 y/» A' aÇ> —y 

./ =>B 

Y 9P — J-*—** 


Il faut maintenant en déduire l’équation primitive en x et y ; mais, 
pour éviter les imaginaires, on doit distinguer deux iras, l’un où les 
radicaux sont réels, l’autre où ils sont imaginaires: car, puisque toute 
valeur réelle de ,r donne pour y et .y' des valeurs réelles , il est visible 
que les deux radicaux de l'équation précédente seront réels ou ima- 
ginaires ensemble. 

Supposons donc, en premier lieu, que sjpA 1 4- aGj — y 1 soit une 
quantité réelle, il faudra donc que pA} 4- C 9 > (y — C)’; par 
conséquent , on pourra supposer 

. ^ 9 

y — C = sJpA' 4- C’.sin z, 

ce qui donnera 

y/ypA’ 4- aC y — y* = y//»A’ 4- G’, cosz, 
et prenant les fonctions primes, 

y' = V/’A 1 4- CV z'cosz, 


substituant ces valeurs dans l’équation précédente, elle deviendra, en 
divisant par 3, • r 

{w-T x ~ r ') ’=l r 

1 4- 
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dont l'équation primitive peut être mise sous la forme 

/ « ! * 1 

* ^3 = V 9/, “ H ?' S,n (3 + “)’ 

a étant une constante arbitraire qu’il faudra déterminer, en sorte que 
x — o donne y = o, conformément à la proposée. Soit a la valeur 
de : lorsque y = o, on aura donc les deux équations 


et 


C=V>"V 


. sut a, 


j=\A^+£ sin (l+- 4 


par lesquelles on déterminera d’abord a, ensuite a. Après quoi on 
' déterminera ; par l’équation 

r-c 


sin z — 


et l’on aura 


V> A’ + C* 


• r = - 5 -+■ \Jw ■+■ ^ sin (î -*- *)• 


Et comme au même sinus de s répond aussi l’angle z, augmenté d'une 
ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de x, en prenant 
pour ; ces trois Valeurs 2, z -t- c, z -+■ ne, c dénotant la circonférence 
du cercle. 

C'est le cas que l'on appelle irréductible, et où les trois racines 

sont réelles. *• ' „ • ' 

Supposons, en secdnd'lieu, que le radical -H aÇy — y 1 soit 

imaginaire, il n’y aura qu’à multiplier le numérateur et le dénomina- 
teur «le l’expression de y' par — 1 , et l’on aura 
t _ 3 v— M* — aC y -y y' 


\J-m> 

«piantité toute réellè" 

Ici j’observe que si l’on fait 




v u 

X = 5 -4 -x-t- 


y = 


r 1 

y — 9P-t-y* 

C -y y -+- \J — pA ’ — aCr -y y*, 
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et que l’on prenne les fonctions primes, en regardant toujours y 
comme fonction de x, on aura 

X' = X ^ — 9 \p +jï + .t'j ’ , 

Y' = j'Y(— />A*— aGj-t-j 1 ) - 

* * • 

de sorte l’on pourra réduire l’équation précédente à cette forme 

X' Y' 

X — 3Y ’ 

dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et -- IY. On 
aura donc cette équation primitive 

IX = ilY 4- \b, 

b étant une constante arbitraire ; et passant des logarithmes aux 
nombres, on aura 

X = b y/Ÿ. 

Pour déterminer b, on fera de nouveau .r = o et y — o. Or, X de- 
vient V — 9 p, et Y devient — C - 4 -\/ — />A J ; donc on aura 

h — 9P 

Maintenant, ayant la valeur de X en x, il est aisé d’en tirer x; car 
en carrant l'équation 

- b 

V — 9/' -+- y* -P x = X — s — x, 

011 en déduira sur-le-champ 

(X-jB)’ + y . 

’ aX ’ 

par conséquent, en mettant pour X la valeur trouvée en y, savoir 
, on aura 

r _ (*fr=r b)»+ 9/ , 

aB /Ÿ 
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Cette expression ne peut donner, comme l’on voit, qu’une seule 
valeur réelle de x; c’est le cas où l'équation a deux racines imaginaires. 

Si l’on fait B = o, les formules que l’on vient de trouver dans les 
deux cas se simplifient beaucoup, et se réduisent aux formules con- 
nues pour la résolution des équations du troisième degré, privées du 
second terme ; mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce 
problème, qui appartient proprement à l’algèbre, et que nous n'avons 
traité ici qu’en passant, et pour montrer, par différentes applications, 
la manière d’employer l’algorithme des fonctions. 
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CHAPITRE ONZIÈME. 

• • . 

’ * • • 

. , - •• «v. 

Où t on donne ïérfUation primitive (tune équation du premier ordre, 
dans laquelle les variables sont séparées, niais où ton ne peut 
point obtenir directement les fonctions primitives de chacun des deux 
membres. Propriétés remarquables de ces foncfiêhs primitives. 


67. Prenons po»# dernier exemple l'équation du premier ordre 
« 

4- Or* 4- i>r’ -t-Ar* g 

^A-+- Bx + Cx* ■+■ Br* + Ex* ’ 

.. » ^ | i|> ' * -• — •!. "* ' C . "*V ^ Vj 

en la divisant par le radical en y, on aurait une équation où les va- 
riables x et y seraient séparées ; mais il serait impossible d’obtenir 
ainsi l’équation primitive, parce que les deux membres ne sont point 
réductibles eft particulier à des fonctions primes. 

Voici néanmoins comment on peut y parvenir par le moyen des 
fonctions dérivées. 

Je suppose d'abord que x et y soient fonctions d'une autre va- 

»' - t 

viable t, il faudra, pour cela, substituer A à la place de y' (n° SOj; 

x' et y' seront alors les ."fonctions primes de x et y, regardées comme 
fonctions de t. En supposant que x soit une fonction quelconque de t, 
l équation donnera pour y une fonction déterminée de t ; ainsi je puis 
supposer que x soit une telle fonction de t, que l’on ait l'équation 
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l'équation précédente, ou l’on a mis •*—, pourr', donnera pareillement 

y’ = -\J\ -+- B) 4 - Cy* - 4 - Dj* 4- Er’- 

Qne l’on fasse disparaître les radicaux dans ces deux équations, 
qu’ensuite l’on prenne les fonctions primes, on aura, après avoir 
div isé l’une par .r\ l’autre par y', 

: xx " = B 4- ’aC.r 4- 3 D.r’ -+- 4 E.t J , 

. * a y*. B -+- aÇy - 4 - 3 Dr’ 4- 4Ej’. 

***** 

Faisons x 4- y — p, x — y — q, ce qui donne 

x=t±î, 

2 %r 2 

les deux équations précédentes, ajoutées et retranchées, donneront 


/ = B4 Ç p+™{p' 4- </’) 4- ?(/>*• 4- 3 \pq'), 
q" = C q 4- ~pq 4- ? (3 \p'q 4 - 7 *). 

De plus, comme p’q’ — x '* — y'*, si l’on substitue les valeurs dé .»•' 
et de y', tirées des premières équations, on aura 


PY = % -+- C P'l + ■+■ 9 ‘) + P?)- 

Maintenant je fais cette combinaison : 

qp" — p'q’ = ^q' + Epq’; 

multipliant les deux membres par ^ > ils deviennent les fonctions 

'* * 

primes de et de Dp 4- F/j 5 , de sorte que j’aurai d’abord cette 
équation primitive du premier ordre -, 

P' _ 




où a est une constante arbitraire. 


<4 
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Pour la déterminer ^soit m fa valeur de y lorsque x — o, on aura 
dans ce cas, par. les équations q-dèssus, 

' . - ÿ • -v; 

x' = ^A, y' = ÆT B/w -+- C/n* .-h D« 3 -l- Em*; 

je fais cette dernière quantité égale à n, pour abréger. 

Ainsi, pupqoe />=.r-%éy, q 
on aura, lorsque x = o, 


= x — y, p =x -4 -y ,. q = x —y 


■ta - >< 

p' = sJ~A q' — — n. 

Faisant ces substitutions dans l'équation que l’on vient de trouver, on 


p — m, q — — rn , 


a = {'t A . +n } ' __ Dm — E/n J , 

m 1 


où l’on voit que, puisque m est une quantité indéterminée, la con- 
stante a demeure aussi indéterminée ; mais les déterminations précé- 
dentes seraient utiles si, par d’autres combinaisons, on trouvait de 
no lifefeiles équations primitives avec des constantes arbitraires... 

Nous avcÜfe donc l’équation ’■} «7 < 


équation 

q v/a -+- Dp -+- 


■i.- /dr»-. 


qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de suite 
l'équation primitive en x et y de la proposée, puisque la valeur de //. 
qui est x' +/, est déjà connue en x et ÿ... En effet, substituant les 
valeurs de p, q et //, on aura . 


^A + Bj+ Cx* -|- Dx’ - 4 - Ex* -4- \J A 4- lij -f- Cj’-+- Dr* 

= (x *-ÿ) \j a -4- D (x -y y) -h E fft -4- y)*, 
où n est la 1*6 ns tante arbitraire. 

Cette équation en x et y est, comme l’on voit, sous mie forme assez, 
simple, et la méthode par laquelle nous y sommes pany^ftift est fort 
remarquable ; mais cette équation n’est pas la seule iju^l’on puisse 
obtenir par les formules que nous venons de trouver. 

En effet, si l’on substitue la valeur précédente de p' dans l’équa- 
3' <m. tS 
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tion trouvée plus haut, qui donne la valeur de p'g', on en tirera 


> _ K+Cr +mW +<!')+ F- ( P'+ P?) 

\!a + Dp -h E p' 

Ici remettant pour p et q leurs valeurs x -+- y et x — y, et pour q sa 
valeur ’•’■* ' ’ . 

r’ — >■ ' = y/ A-h B r -(-Cr 1 -+- D.r’ -t- Ex’ — \/A-4-lV--l-Qt J -t-t>r-l-Er\ 

ou aura une nouvelle équation en a: et r avec la constante arbitraire a , 
qui sera également l’équation primitive de la proposée, mais qui ne 
sera qu'une transformée de l’équation précédente. 

68. L’équation du premier ordre dont nous venons de trouver 
l'équation primitive peut toujours, par des transformations conve- 
nables, se réduire à la forme 

s/ A -+- B «H * 

/S B co» ü 

z étant ici une fonction de a. Comme cette équation, traitée directe- 
ment de la même manière, est susceptible d’une analyse beaucoup plus 
simple et plus élégante, J’ai cru qu'on ne serait pas fiché de la trouver 

ici, * . 

On regardera u et s- comme fonctions d’une autre variable t ; et 
après avoir substitué, en ccniséquence, à la place de s ’ (n° oO), on 
fera ces deux équations séparées. 

u ~ -t- B cos u, z’ = -+- Beos z; 

•après lés avoir carrées, on en prendra les fonctions primes, on aura, 
en divisant l’une par u' et l’autre par z’, ces deux-ci du second ordre: 

a u" — — Bsin u, a z" = — B sin z. 

\ • . f ' ' s 

Soient maintenants -t- u= 2 p, z — u—aq; lés deux équations précé- 
dentes, ajoutées et retranchées, deviendront, par les théorèmes connus. 

a p" = — Bsin/>cosijr, ay" = — B cos y; sin q . 
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Il est d'abord visible que, ai l’on ajoute ces deux équations après 
avoir multiplié la première par q', et la seconde par p', le premier 
mftnbre deviendra la fonction prime de %p'q\ et le second la fonction 
prime de — B sin p sin q ; de sorte que l’on aura d'abord cette équa- 
tion primitive du premier ordre, , * ' 




a p'q' = — B sin p sin q -+- a , 


p = q =± 


n étant la constante arbitraire. 

Pour la déterminer, supposons que u — o dorifié z = m, on aura 
donc, dans ce cas, 

*_ 11? - * 

u' = ^A-hb, *' z' = \j A B cosm, 

< , * r / r * * 

/ r -f-u / . z — u 

P =—r~: V *=-7-; 

donc 

, , z'‘ — u’’ B(cosm — i) 

' X P 7 = — 1 — = - — ; — > f* 

( . w»\* 1 — c atm 

8 |h-j = — ; 

de sorte que I on aura 


Ml 


On 


a — vp'q' -+- B sin/» sin q s= o 


aura donc simplement l’équation :V 

a p'q' — — 

d où l'on peut conclure que cette équajbon primitive, ne renièrmant 
point de constante arbitraire, doit être comprise dans les équations 
du premier ordre en z et u, d’où nous sommes partis. En effet, ces 
équations donnent, en substituant Ira valeurs de p et 7, ♦ 

i . V 


# / - Z, — u 

y> 7 = — 7— 


B 


(cos z — eos u) = — B sut p sin q. 

f-' ■ - » 

•k *: v . V L - +*.,&■ 


Divisons maintenant par cette équation du premier ordre Ira deux 


.* V,*»'. 

,5> i v 
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équations ci-dessus du second en p et q, on aura ces deux-ci : 

p cosÿ tf • cos p 

p'<! sinÿ p'q’ sin p ’ 

dont la première étant multipliée par q ' , et la seconde par p', donne- 
ront ces équations primitives, 

• T* 

I p' — I sin q -4- I«, \q' — 1 sin p -t- I b, 


ou bien, en passant des logarithmes aux nombres, 


p' — fi sin q, q' = b sin p; 

a et h étant des constantes arbitraires que l'on déterminera par le> 
mêmes suppositions que ci-dessus ; d’où l’on aura 


V A -+- B cos m -+- fA •+■ B 

» 

m 

2 sin — 

2 

VA -+ - B ros ni — y' A -+- B 
ni 

asm — 

a 


■»' ». 


l>es deux équations que l’oii vient de trouver pourraient donner 
chacune une équation primitive en « et z pour la substitution des 
valeurs d ep, q, p\ q' ; on aurait ainsi 


y/ A -t- H cos s -I- y/ A -4- B cos u — au sin - — - , 

a 

\/A -i- B cos z — y/A -t- B cos u — a b sin- — —- 
T 2 


Connue les valeurs de « et b renieraient l’indéterminée /«, chacune 
de ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en par- 
ticulier: ainsi, dans chacune de ces équations à part, on pourra re- 
garder a ou b comme constante arbitraire ; mais si l'on voulait faire 
une combinaison quelconque de ces équations, il faudrait employer 
les valeurs de « et b trouvées ci-dessus, ; et alors la quantité m serait 
la seule constante arbitraire. 
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Ces dernières équations étant compliquées de radicaux, il sera à 
propos de chercher encore une autre équation primitive d’après les 


mêmes équations dh premier ordre 

p' == a sin q, q' — b sin p : 
or, eu divisant l'une par l'autre, on a 


■,HWï 

u- T 


/<' u sin q 

a' /> sin n ’ 


et 


y h sut fi 

* bp' sin p = aq' sin q, 

d'où I on tire tout de suite l'équation primitive 

§' vMg!, 

l> co s p — a co s q -+- c , 




p' 

jf. 

1 


c étant une nouvelle constante arbitraire qu’il fendra déterminer 
comme ci-dessus. Or, en faisant u = o et 2 = ni, on a 

... r « 


p — 7 = ï ; 

^ j , » V 7V 

•^donc I équation précédente donnera 


MKki 




. . v tu 

t* = (6 — rt) c:os - = 


VA-ê K cos- 




Substituant les valeurs de a, b, c, ainsi que celles de p = 
et </=*^-^dans la même équation, et taisant les réductions des 
sinus et cosinus, elle prendra cette forme très-simple, 


z u z néÀ-f-Bcosm m 

cos - cos- +- sin - sill - ' — , ■ — = cos ; 

» » » » ^A + R » ! 

c’est l’équation primitive de la proposée du premier ordre en u, z 
et 2/, et l'angle m en est la constante arbitraire. 


Ti 


ht). < )n peut regarder les angles ^ 1 - et — comme les trois cotés 

• ! • • *■. » 
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d'un triangle sphérique ; il est visible qté alors, dans l'équation pré- 
cédente, la quantité sera le cosinus çlc l’angle compris 

\ v'A + B 

entre les côtés ^ et et, par conséquent, opposé au côté m - > par les 

formules connues de la trigonométrie sphérique;*.c’est la valeur de z' 
lorsque u = o et z — m. Ainsi cet angle sera constant en même temps 

«pie le côté-) tandis que les deux autres varient. 

Soit M cet angle constant, on aura donc 

v'A' -+- B cosm 


v A - 4 - B 


= cosM, 


d’où l'on tire 


A 


cos* M — c os ni 
sin*M 


• = % 


si n — 
2 

sin M 


— I . 


Si I on fait cette substitution dans l'équation proposée en m, z et 
et qu’on suppose, pour abréger, — u, elle se réduira à cette 
forme 


m 
sin — 
a 


... V — K "";) 1 


dont l'équation primitive sera la relation entre les côtés ~ > îj et — 

d’un triangle sphérique, dans lequel u sera le rapport des sinus des 
angles aux sinus des côtés opposés, rapport que l’on sait être le même 
pour tous les angles et les côtés opposés ; de sorte que ce rapport seul 
étant donné, il restera l’angle ou le côté pour arbitraire. 

La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir plus 
facilement comment l'équation entre ses trois côtés satisfait à l’équation 
précédente du premier ordre. Cette équation étant 

z u », . z • u m 

cos - cos - -h cos M sin - sin - ü cos — « 

2 2 a 2 2 
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si l’on prend les fonctions primes, en regardant z comme fonction 
de «, èt m, M comme constantes, on aura 


( cos M cos * si n - — sin - cos 




cosMsin-cos- — cos 1 sin - cl- o; 


substituons à la place de cos M sa valeur tirée de la même équation, 
il viendra celle-ci : 

z m u u m z / 

cos - cos — — cos “ cos - cos — — cos - 
a a 2 . a. a a 

1 ' S ‘ + — *"TÏ =»• 

* sin - sin - 

a a 

Maintenant, si dans le même triangle sphérique, dont -, -, “ sont 

1 a a a 

les trois côtés, et M l’angle opposé au côté ™> on désigne par V et Z 
les angles opposés aux côtés ^ et ^ , on aura également 

u z m ir » z * ni » 

cos - = cos - cos — h cos V sin - sin — , 

a a a a a 

et 

z u ni r» • u • ni 

cos - = cos - cos cos L sin - sin - ; 

.2 a a a a * 

je donne à cos Z le signe —, parce que je suppose l'angle Z obtus. 
Donc, faisant ces substitutions, et divisant toute l’équation par sin - , 
elle deviendra 

z cos V — cos Z == o, d’où z' — - 0 **. 

cos\ 

Mais par la propriété générale des triangles sphériques, on a 

V sin V sinZ sinM 

. ** . z m '** ’ 

sin - sm - sin - 


donc 


* 

et de là 


eos 


sinV = «sin-, sin Z = *t sin - , 
a a 

v = y/> — ^’(^sin“y, cosZ=y/ 1 — At’^sin 
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” ■■ * t- 

substituant ces valeurs, on aura la même équation du premier ordre 
eu u et z. , 

Si l'angle Z, que nous avons supposé obtus, était aigu, ainsi que 

l’angle V, alors, an lieu de l'équation z' — > on aurait celle-ci 

z[ -+- = o, qui ne diffère que par le signe de t' , et dont l'équa- 

tion primitif sera la même. 

\ * 

70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d e- 

♦ * ’ 

quations: l'équation du n° 08 étant mise sous cette forme 

1 I 

y A -t- B cos Z y'A -+- b Cosu 

supposons que Ut soit la fonction primitive de 7= = - ■ _== =- ; fz seia 

pareillement la fonction primitive de -====n z étant regardé 

comme une fonction de « dont z' est la fonction prime. Ainsi, en 
repassant aux fonctions primitives, on aura sur-le-champ cette équa- 
tion primitive 

fz = tu -4- /-, 

k étant la constante arbitraire. * 

Cette équation devra donc coïncider avec l’équation primitive que 
nous avons trouvée au n° 68, et où la constante arbitraire est m . 
par conséquent, sa constante arbitraire ne pourra être qu’une fonc- 
tion de la constante arbitraire m. Soit X = F/n, on aura 

. y • . 

fz = f« -t-.F m. 

Mais m est la valeur de z lorsque u — o; supposant donc, pour plus 
de simplicité, que la fonction Ut soit prise de manière qu’elle soit 
nulle lorsque u — o, il faudra qu'en faisant u =o, on ait aussi z = /»; 
par conséquent, on aura Un — F/n; donc l'équation primitive que l’on 
vient de trouver deviendra y. . 

fz —fu ■+■ f/n, 
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à laquelle satisfera cette relation algébrique, 


i ai 


cos - cos 
2 


u ■ z ■ u. /A + Bcos ni m 

— h sin - sin -\/ --- tr = cos — 

a 2 j y A-t-B .2 


Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonc- 
tions f u, fz, fm, on jjeut néanmoins trouver une relation algébrique 
entre les trois quantités z, u, m, telle que l’on ait 

' x* 

fs = fu -+- bu. 

Donc aussi, si dans l’équation précédente on change z en'-r , 1 et u 
en s, on aura " . 


cos - cos — h sin' 
2 2 


COS - » 
2 • 


et 


. y • /A + B cos m 

l Slfl à V AH- B ~ 
fy = fz -h ûrt. 

i * ‘ 

Kii changeant encore y en .r, s en y, ce qui donnera 

r x . r . /A -t- B cos m m 

<*- -+- sin - sin^-\/ — ■ ■ - , D — = cos - 

2 2 2 V A + B 2 


X 

cos - cos * 1 
2 


on aura de même 

Er = f) -t- f/« ; * 

et ainsi de suite. 

On aura donc successivement 



fz = fu -(- fm, fy = fu -+- ••*(>«* fr — T« -+- 3f»f , etc.;* ■ 


et les relations entre y, u et m, entre x, u et ni, etc., se tireront des 
relations précédentes, en éliminant d’abord z, ensuite/, etc. 

On peut appliquer cette théorie à la forme géuérale d«“ l'équation 
que nous avons considérée dans le n° 67; et en tirer des conclusions i 
semblables; mais si l’on rapporte, comme au n° 69, les* formules 
précédentes aux triangles sphériques, il en résulte une construction 
élégante que voici ; 

Soit formé un triangle sphérique, dont les trois côtés soient z, u. m, 

3* éd. 16 
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substituant o 

en h et 
Si 




roscr ions. 


la 


I' 


^fatitue les quantités ïz, a u, a m a I. 
^ *' ^uify ilu numéro cité), et où l'angle entre 

. .«e '' ' ^nprû entre les deux côtés « et z demeu- 
,iiq M<rte alternativement la base /// le long de 
„ V" ‘ t ulfiC ' de manière qu'il en résulte une suite de 
. . j |f loujonrs un côté commun arec le triangle 


,**•*<“ 


, tous la même base //. et l'angle commun M au 

■> - ^ t ftJI ... 

‘ • ^ ,Vités qui comprennent cet angle sont successive- 
+**”**' 4 ^^j(férents tringles tcet z\ c et /, i et ,r, etc., on aura 

fn -+- if ni, etc., 

< dans laquelle. 


" ^ \ jjiffrii, »V = U -H af m, f.r = 


tônctiftn primitive^ la 


fonction 


f* fWM» •** y 1 — ! J siii « 

et ainsi des autfes fonctions semblables en » , etc. 

*- «a* 4 * . ' • ‘ 

|>ar cette Construction, on peut trouver facilement les \aleurs des 
côtés y, x, etc., «les nouveaux triangles; car, en considérant les trian- 
p |e> isocèles qui ont pour côtés la fiasc m transportée alternativement, 
les perpendiculaires abaisSees de leurs sommets sur leurs bases respec- 
tes couperont ces bases en deux parties égales, et les triangles rec- 
tangles formés par Ses perpendiculaires et par les côtés qui compren- 
nojii l’angle commun M donneront tout de suite, par l’analogie 
connue pour les triangles rectangles, ces équations 
- “fy-' 

tang *—=? = eos M tang ;. 

■- f . .r-|- z ,, 

tang — r — 1 — cos M tang v. 

: etc. 


v. 

* t f 


Et si | on luit u == ni, en sorte que le premier triangle soit isocèle, 
ayant z pour base, on aura de plqs l’équation 


tang - = cos M tang//». 

et l’on aurà alors 

fz = 2 fl?/, f y = 3f/«, fa = 4f/«, 


etc. 


i . 


'■s . 
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Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles 
sphériques ce que la construction du problème a 9 des questions 
géométriques de I’ Arithmétique de Newton est pour les triangles 
rectilignes. 

Kn effet, si l’on rend rectilignes les triangles sphériques dont les 
côtés sont h, z, y, etc., et les bases m, les équations ci-dessus de- 
viennent - 


; = a/// cos M , u -+- y — az cos M , 

. 1 


•r — I - z = 2 )• cos M , etc. ;• 


et il est facile deprouver qu’alors la (onction fil devient proportionnelle 

ûsiuM 4 


à l’angle dont le sinus est ^ ~ ? parce que sin u et sin ni se changent 

eu u et m ; de sorte qu'en prenant la base ni pour le sinus de l’angle 
opposé M, on aura, à cause d e u — m? • 


V 


z = sin aM, jr — sin 3VI, etc. 


7 1 . Nous nous sommes un peu étendu sur les propriétés des (onc- 
tions de là-forme (’«, parce que les géomètres s’en sont beaucoup 
occupés, et que ces (onctions se présentent dans la solution de plusieurs 
problèmes. ‘ ^ 

Si l’on demande, par exemple, le mouvement d’un .pendule qui 
oscille d’une manière quelconque, et qu’on nomme r la longueur du 
pendule, 4 l’angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant • 


quelconque, a la plus grande valeur de 4,) r la 
l’unité pour la gravité, et faisant 


i» « = y/ ,05 ;~ 

V co s 6 — 

. / < 05 * Z. - Cl 

y ( co> $ •+■ eo satV 



rtite, en prenant 


a (cosjS -f- cos 7 ] 

(cos ii -g cossrV - 

r ' -• ■»' ■ 

011 aura > yr . f« pour l’expre*sion du temps depuis le point le plus 

16. 
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bas, dans laquelle on suppose, comme ci-dessus, 

f'u = 


— i i’ sinu* 


lia vitesse angulaire de rotatioii autour de la verticale sera exprimée 


par 


va.Mliz smp 


\'r X sintf.’ x v^côs a + cosjS 


et sera, par conséquent, nulle lorsque le pendille passera par la verti- 
cale, dans lequel cas on a 6 = o; c’est le cas des oscillations ordinaires. 
t . • ' ,v . * ' • 

7*2. On peut appeler analyse directe des fonctions la manière de 
trouver les (onctions et les équations dérivées, parce qu elle n'est 
fondée, en effet, que sur des taéthodes directes, et qu’elle n'emploie 
que des opérations que l’on peut toujours -exécuter par les règles que 
nous avons exposées. Mais la manière de revenir de ces fonctions et 
de ces équations à celles d’où elles peuvent être dérivées, et que l’on 
peut regarder comme leurs primitives, forme une autre partie de 
, l'analyse des fonctions, que l’on peut appeler analyse inverse, parce 
* qu'elle dépend des mêmes méthodes et des mêmes règles, mais prises 
inversement, et qui, par cette raison, ne s'appliquent pas toujours 
avec la même facilité ni le même succès. Il en est de ces deux parties 
de t’analyse des fonctions, comme de celles de l’arithmétique et de 
l'algèbre qui ont pour objet les opérations directes de la multiplication 
et de l'élévation aux puissances, et les opérations inverses de la divi- 
sion et de l’extraction des racines. Les opérations de la première es- 
, pèce sont toujours possibles par les règles connues, et donnent tou- 
jours des résultats exacts ; celles de la seconde espèce, au contraire, 
ne U- sont que dans certains cas, au moins rigoureusement, et dans 
tous les autres elles ne peuvent donner que des résultats approchés. 
^‘L'analyse- direct© des fonctions est donc renfermée dans les règles 
y que nous avons données pour trouver les fonctions dérivées, du moins 
pour ce qui çeggrde les fonctions d’une seule variable. Quant à l'ana- 
lyse inverse,- elle dépend aussi des irçèmes règles; mais la difficulté 
consiste dans leur application aux différents cas. 
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Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales 
formes de fonctions ou d'équations, M»t nous ’ nous sommes surtout 
appliqué à bien établir les principes généraux île cette analyse in\ erse. 

Comme notre dessein n’est pas d’en dorluer un traite complet, nous 
n ajouterons point ici d'autres détails ; mais ceux qui savent le éftlcul 
différentiel ne peuvent manquer d'apercevoir la conformité de l'ana- 
lyse des fonctions avec le calcul, et la correspondance des analyses 
directes et inverses avec les deux parties de ce calcul qu on appelle 
calculs différentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, s’ils le jugent à 
propos, de transporter aux fonctions les différentes méthodes d inté- 
gration trouvées jusqu’à présent. 
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CHAPITRE DOUZIÈME. 


Dit développement des fonctions de deux variables. De leurs fonc- 
tions dérivées. Notation de ces fonctions et conditions auxquelles 
elles doivent satisfaire. Loi générale qui règne entre les termes 
du développement d' une fonction de plusieurs variables, et ceux 
qui résultent du développement de ces termes enx-mdrnes . 


U 

75. Nous n avons encore traité que des fonctions d'une seule va- 
riable ; il n'est pas difficile d'étendre la théorie de ces fonctions aux 
fonctions de deux ou de plusieurs variables. 

Soit f (.r, y) une fonction quelconque de «leux variables x et y, 
que l’on regarde comme indépendantes l une de l’autre. Si dans cette 
fonction on met à la fois .r -+- i à Ju place de .r, et y -b o à la place 
de v, i et o étant deux quantités indéterminées, qu’ensuite on déve- 
loppe la nouvelle fonction f(x-4-t, y -I- o) suivant les puissances 
ascendantes de i et o, il est clair que le premier terme, sans i ni «, 
sera f |.r, y), et que les autres seront de nouvelles fonctions de x et 
de v, multipliées successivement par i, o, i*, io, o *, **, etc.; ces 
fonctions dérivent de la fonction primitive f (.r, >-), et c’est la loi de 
cette dérivation qu’il s’agit de déterminer. « 

Pour y parvenir de la manière la plus simple, on commencera par 
supposer qu’il n’y ait que la variable x qui devienne r ■+■ i, la va- 
riable y demeurant la même. Dans ce cas, désignant, comme on l'a 
fait jusqu’ici, par f\ f", f*, etc., les fonctions primes, secondes, 
tierces, etc., relativement à r seul, on aura 

* m . ■■ .. i 

f(x~hi,y) — f (x,y) -f- if' (x.y)-h~f" (x,y) -+■ ~ (” (x, y)-h..,.. 
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Suhsfiliions maintenant partout y -+- o à la place dev, on aura 

y . * » • 

' * * 

t'(.r -+- i,y -+- o) = ( (X, y -«-«»)-+- if fa, y -4- o) -y - f (x, y -+- o)' 

4- * 3 

+ ~r(.r, y-yo) -y .... 

2. J ' * » 


Or, si l'on désigne par f r , f ;/ , f , etc., les fonctions primes, secondes, 
tierces, etc., relativement à y, il est clair que la fonction f (x, r -f- o), 
considérée comme fonction de y -f- v, et indépendamment de ,r, 
deviendra 


f (x, y) -1- of, (x, y) -y ° f„ (x K r) ■+■ ^ f w (.r, y) -b.... 


De même, en supposant toujours que les traits appliqués au lias de la 
lettre f indiquent les fonctions primes, secondes, etc., relativement 
à v, des fonctions déjà désignées par f, f", etc., on aura 


f fa, y + ») = •’ fa, y) -+- «f fa,y) -h j-f (x, r) 
f fa, y -i- <>) — V fa, y) -+- of’ fa, y) -y “-f* fa, y) -y.... 


et ainsi de suite. 

Faisant donc ces substitutions, et ordonnant les termes par rapport 
aux puissances et aux produits de i et o, on aura 

f fa -+- i,y - +■ o) = f(x, j) -y if fa, y) -+- «f, fa, y) 

■+■ l -f fa, y) -+- iof, (•*> y) -f- ^ C( x > y) ô r (*• y)- 

h-t C (*>y) + t K (*./)V &J«fa,y) + •— 

ou la forme générale des termes est 

(i.a.3...oi) (i.a.3...n) f ■ ^ ’ r ) ’ 


74. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le 
développement de f (x -+- », y -y o), nous avons commencé par sub- 


I 'tS THÉOKIF. des fonctions. 

■* _ ■» ^ 

stitner dans f (x, y), x-+- f pour x, et nous avons développé suivant i; 

nous avons ensuite substitué dans tons les termes dece développement., 
Y ■+■ « pour y, et nous avons développé suivant o. Or il «st visible 
que l'on aurait identiquement le même résultat, si l'on commençait 
par la substitution de y -y- o pour y, et par le développement sui- 
vant' o, et que l’on fît ensuite la substitution de .r-+- i pour x, et 
le développement suivant i. De cette manière, on aurait d’abord les 
fonctions primes, secondes, etc., relativement à y, savoir: i,(x, v), 
f„(.r, y), etc.; ensuite on aurait les fonctions primes, secondes, etc., 
de celles-ci relativement à .r, qui, suivant la notation que nous venons 
d’établir, seraient représentées par f' (.r, y), f (x,y), etc., f' (x, y) , 
f* (.r, r), etc., et l’on obtiendrait ainsi la même formule que ci-dessus, 
comme cela doit être. Or, dans le premier procédé, la fonction 
f' (x, y) s’obtient en prenant d'abord la fonction prime de f(x, y) 
relativement à x, ce qui donne f' (x, y), et ensuite la fonction prime 
de celle-ci relativement à r; et dans le second procédé, la même 
fonction s'obtient en prenant d’abord la fonction prime de f(x, y) 
relativement à y, ce qui donne f, {x, y), et ensuite la fonction prime 
de celle-ci relativement à x. 

D’où il suit qu’il est indifférent dans quel ordre se fasse la double 
opération nécessaire pour passer de la fonction primitive f(x, y) à la 
fonction dérivée f (x, y) ; et comme l’on doit dire la même chose 
des autres fonctions marquées par des traits placés au haut ou au 
lias de la caractéristique f, on en peut conclure, en général, que les 
opérations indiquées par ces traits sont absolument indépendantes 
entre elles et qu’elles conduisent aux mêmes résultats, quelque ordre 
que l'on suive en prenant les fonctions primes, relativement à .ret àj, 
indiquées par chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par 
exemple, on aura également la valeur de f" (x,_y), en prenant la fonc- 
tion seconde de f(x, r) relativement à x, et ensuite la fonction prime 
«le celle-ci relativement à y, ou en prenant d’abord la fonction prime 
de f (x, y) relativement à y, et ensuite la fonction seconde de celle-ci 
relativement à x, ou bien en prenant la fonction prime «le f(x, y) 
relativement à x, ensuite la fonction prime de celle-ci relativement 
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à y, et enfin la fonction prime de cette dernière relativement à x\ et 
ainsi des autres. 

Il est évident que cette conclusion a lieu, en général, quelles que 
soient les variables x, y, indépendantes ou non. 


75. Soit, par exemple, 

f (* , y)=x>J-ixy-+~y 1 , 
on aura la fonction prime relativement à x, 

. •; r(x, y) = Sjixy^f -t- , 

et sa fonction prime relativement à y sera , 

• * ^ ’* * .t ^ .. 

ensuite la fonction prime de f'(x, y) relativement à y sera 

+ — SC-,, 

■ ... <J^y+y‘ 

et la folichon prime de f,(x, y) relativement à x sera 

...• . ' : «f'+.r (uy+.e)' 

Quoique ces deux expressions de f] (x, y) paraissent différentes, elles 
sont cependant identiques; car elles se réduisent l'une et l'autre à 

• ■ * *•'» r±. *' * * . 0 » a 

: ^ > 3j* / -t- 3jy*-hjr‘ 

• ' -• *. *■ (**7 -»-y) ■ 

• • » **.•-*• )* ; . ; ■ i. ■ . * *“ 

t e H f, 1 ^ ♦ ‘ ^ 

Ensuite, en prenant la fonction prime de ( (x, /) relativement à .r, 
c'aPa -dire la fonction seconde de f(.T, y) relativement à .r, on aura 


f{x, y) 


v 




_ 3 Jy* 4- ay‘ . 

V^ajÿ-t-r 1 


3 ' rrf. 


«7 


i 3o Théorie des fonctions. 

et prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement à y , 
on aura, après les réductions, 

(a xy+y')’ 


De même, en prenant la fonction prime de f (x, y) relativement «à r, 
on trouvera ’ 


et ainsi de suite. 


0 , 7 ) = 


3 J*)* -f- 3xy* 


11 résulte de là, qu’afin que dès fonctions données de x et y puissent 
être prises pour des fonctions dérivées d'une même fonction primitive, 
il faut qu’elles satisfassent à certaines conditions. 

Ainsi, si F (x, y) et <p (.r, y) représentent des fonctions données 
tle .r, y; pour que l'on puisse supposer F (x, y) = f' (.r, y), et 
î, (x, y) = f, (x, y ) , il faudra que l'on ait 


C (■*» y) — F, (x, y) = ^'(x, j); ■ * 

1 m , 

et, en général, pour que l’on puisse supposer F (x, y) — f„ j(Xi^') .et 

« (x, y) = f r (x, y), il faudra que l’on ait 

.. » . 

y) = y) =*:(*, y)- . 

Par exemple, si F (x, y) = -, , <p y) = — , ou 

pourra supposer F (x, y) = f' (x, y], <p (x, y) — f, (x, y), car on 

<£* * -,t ** t 

trouve F (x, y) == r-,- -' ttî = ¥ (#i y)i mais on ne pourrait pas 

supposer F (x, y) = f' (x, y), et <p (x, y) = f"(x, y); car aforS il 
faudrait que F' (x, y) = p,(x, y), ce qui .n’est pas. 

• . - - ; • ' ■ » • **.. 4 

7(î. En général, quel que soit le nombre des variables qui entrent 
dans une fonction, si l’on donne un accroissement à 'Chacune de* ces 
variables, et que l’on développe la fonction suivant les dimensions 
formées par ces differents accroissements, que l’on développe ensuite 
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de la même manière les fonctions produites par le premier dévelop- 
pement, et ainsi de suite, il règne entre ces différents développements 
une loi que nous allons exposer d’une manière générale, parce qu’elle 
peut être utile dans quelques occasions. 

Soit f(x, y, z,...) une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes x, y, s, etc.; supposons que, par la substitution de xn-et, 
etc., à la place de x, y, z, etc., et par le dévelop- 
pement suivant les puissances et les produits de a, p, y, etc., cette 
fonction devienne^; 'V '*■ I ; 

, f(x.f.C:-o + f(.)+f( ? )^r(3)+ v - 

-, ‘ ■ VL* 

Je dénote par f(i)la somme de tous les termes où les quantités 
*, p, y, etc:', seront à la première dimension, par f(a) la somme de 
tous les termes où ces mêmes quantités formeront deux dimensions, 
et «nsi de suite. ** «. ■« , ; 

Supposons, de plus, qu’ep fusant la même substitution et le même 
développement dans les fonctions/ (i), f (a),'f (3), etc.’, elles devien- 
nent^ * V* . 1 . < 

* f (i) H- f (i» f ) -^.f (l , a) 4- f (i , 3) -4- , 4 » 
f (a) -+■' ’Ufy t} -+■ f (a r a) H- f (a, 3) a *4- . 

iftyVfS a) -i- tf(3, 3) -t- T:., 

etc.; * 

\ . 

où je dénote par* f ( i , i ) , f (i , a), etc, , les rangs successifs dès termes 
du développement de f(i);' de manière que, puisque les quantités 
<*, fi, y, etc. , sont à la première dimension dans f (i), elles formeront 
deux dimensions dans f ( 1 , 1)1 trois dimensions dans f.(i , a); et ainsi 
des autres. Par cette notation, on voit qu’en général la quantité 
désignée par f (/», n) renfermera tou«i les termes du développement 
de f (m ) , où les quantités a, p, y, etc., formeront tn-yn dimensions. 

Cela posé, si Ton substitue d’abowi x -f- a, y -+- p, z y, etc. , 
dans la. fonction f(x, y, z,.».), elle deviendra 

, f’Wy» v*0 -f- f(0 ($) ••• ; ■ 

U, ' ’ I 7 . 

* »■ -■* • , » 
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et si l'on substitue ensuite dans cette quantité x -t- ma, y -t- m\ 
z -+- my, etc., à la place de x, y, z, il est clair qu'elle deviendra 


f(x, y, z,.,.) 


H > ) 

wf( i ) 
mf(i, i) 
mf (a, i) 

mf (3, l) 
etc. 


f ( a ) -t- f( 3 ) + 
m’f ( a ) m*f ( 3 ) -+- 
m* f (i , a) -t- m*f (i , 3) -+- 
m 1 f (a, a) - 4 - m’f (a, 3) -4- 
m’f (3, a) 4 - m’f (3, 3) -+- 


D’un autre côté, il est visible que ces deux substitutions successives 
équivalent à une substitution unique que l’on ferait dans la fonction - 

f(x > , y, z,...)*e n mettant 

• ** ' ' ■ 

>+(i + m)«, y -4- (i -+- m) fi, z -+- (t -f-jn)y, etc., 
à la place de x,*j, z, etc., et qui donnerait, par le développement, 
fV, y, z, (n-m)f(t-) -f- (i-ww)’f(a) (ly-mj 1 f (3^ 

• . - * ‘ « 4 j * ■ * '•«'"* J 

Ainsi, il faudra que ces deux développements soieyt identiques, et 
<jue, par conséquent, les termes qui renferment les mêmes dimensions 
et, fi, y, etc., soient égaux de part et d’autre, quelle que soit d’ail- 
leurs la quantité ni. On aura donc les comparaisons suivantes : * 

f(l) -t- mf(i) = (i + m)f(t), v ' .. 

f (a) fr m 1 f (a) - 4 - mf (i, i) = (i + m) 5 f(a), • , • 

f (3) -t- m’f (3) - 4 - a) -f- mf (a ? if = (i'-j- m)’Jf(3) v . ( 

f (4) 4- m‘f/4) -t- m’f (j , 3) ■+■ m’f (a, 2 ) - 4 -mf( 3 , (1 -4-m)‘f{4); , 

~ ' l . 'X • * 

> • 4 t • r 

et ainsi de suite. * . 

* 9 , a . ** 

En comparant encore les termes affectés des mêmes puissances de /», 
on tirera ces valeurs ‘ »’ * * 

f{u I) = af( 2 )» • i .. : ■ > » ' . 4 . * 

f ( 1 , 2 ) 3f (3),* f (a. A) = 3f (3), 

f(i, 3) = 4f(4), f( 2 , 2 ) = 6f(4), ^3,\) = 4f (4), 

etc ’ • «./ , . ' ■ * 
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Donc par les termes du premier développement général, on pourra 
avoir immédiatement ceux de tous les développements partiels sui- 
vants. 


77. A ]' imitation de ce que nous avons pratiqué pour les (onctions 
d’une seule variable, si l’on regarde z comme une lonction de x et v, 
on pourra dénoter par s', z ( , z" , z' , etc., ces difl’érentes fonc- 

tions dérivées, en appliquant à la lettre r. les mêmes traits que l'on 
appliquerait à la caractéristique f do la fonction f (x, y) que l’on sup- 
pose représenter la valeur de 3, et l’on nommera ces fonctions de la 
même manière. . 

Ainsi, .( devenant jc -+- i, et y devenant V H-jO, la quantité :. 

fonction de..«, >•, deviendra (n° 75) 

* . . • > . . r a. 

Z-hlz’-hOZ'+'-zr+ioZ +72,-^732" + 7° 2,’ 7 2 .' -H' ^3 

. ■ » ; è • 

le terme général de cette série étant, coin nié dans l’endroit cite, 

* * • ' „ « ' .JBI* X' »• 

l"0" 


»*4 


<i.a. 3 ...l»i) (1.4,3?.. «)î* ^ . .. 


1 • 


A l’égard de la manière de trouver ces différentes fonetious, il est 
clajr qu’il n’y a qu’à suivre les mêmes règles que pour les fonctions 
d’une seule variable, les traits supérieurs de 1? caractéristique indi-’ 
quant l'ordre de la fonction dérivée relativement à .1 seul, et les traits 
inférieurs indiquant l’ordre de la fonction dérivée relativement à K seul. 

Ainsi, eu prenant les fonctions primes de 3 , selon rçbr, on aura 
les valeurs de 3 ' et z/, et de là, en prenant encore les forfetions primes 
relativetnent à ,ret h y, on aura les fonctions déél vées du second ordre 
s", s.s,; et ainsi de suité. 43#' 

11 est bon de remarquer ici que, pour les* fonctions de deux va- 
riables, il y a deux fonctions dérivées du premier ordre z ' et 3 ,, trois 
du second ordre, z " , 3 , 3,, etc. ; de sorti*, que pour l’ordre il 
y aura un nombre m A* 1 fie fonctions dérivées. 

• Comme nous distinguons ces fonctions dérivées par des traits supé- 

«• ^ * ▼ 
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rieurs qui se rapportent à l'une des variables x, et par des traits infé- 
rieurs qui se rapportent à l’autre variable y, nous nommerons fonc - 
tions primes, secondes, etc., selon x ou jr, les fonctions marquées 
par de seuls traits supérieurs ou inférieurs, et nous nommerons sim- 
plement fonctions primo-primes, secundo- primes, primo-secondes, 

' les fonctions marquées à la fois par des traits supérieurs et inférieurs, 
en énonçant le trait supérieur le premier, et l’inférieur le second. 

On trouvera plus de détails sur ce sujet dans la leçon XT\ du- 


('aïeul des Fonctions. ’ r 

■ V" ; - ÏA' : - “•? 4 v* 

. •• .. 


* *- . 


fl . > * - * 


•» v 


* *jK 


r* 4i- *■:*»•*• 
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CHAPITRE TREIZIÈME. 


4 f - T 




Où l’on donne la manière de développer les Jonctions d 'un nombre 
quelconque de variables en séries terminées, composées d’autant 
de termes que l’on voudra, et d’avoir la valeur des restes . 


- -, . ' 

78- Par une méthode analogue à celle du chapitre VI, ou peut 
aussi avoir le développement d’une fonction quelconque de r et i 
suivant leS - puissance* de .c et y, Pt déterminer les restes de la série 
lorsqu’on veut l’arrêter à des termes quelconques. Eu changeant, dans 
la formule diin" 72, retjenx — i, y—i, ensuite / et ÿ en j 
on aura r *« . . 1 #t ». s .-t-’ * * 4* * 

’ • . 'W *• - 

f(c, y) =’ f\x — xz, y - r/2) -+■ xzÇfa — xz, 

’ . . + M (■*’_— xz > j — J 5 ) -+- — f P — ;>•*! • 

' . f ^ ^ * ? ' » ** * 

-+- <îX*T (* — .rs)-»- .rZj.r — .jz) 

* . %».•&, *■ - . - 

oii 5 sera une quantité quelconque indéterminée qui, étant supposer 
égale à zéro, rendra l'équation identique, et qhi, étant laite égale n i . 
donnera > ■■■* • .• „*♦ 


f <xsÿ) — f -+- •••, 


a * ■ "v -, 

A * « - 

" • ÜL:. » 


t «R * 

formule générale du développement de la fonction f (.r, y), suivant 
les puissances de x et y, dans laquelle les quantités désignées par 
f, f', f,,.etc., dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant x 
et y, en faisant x — o et y = o. - 
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Supposons maintenant que l’on ne veuille faire ce développement 
que par parties, et arrêtons-nous d’abord au premier terme, nous 
ferons 

f (x, y) = f (*.— xz, y — yz ) -+- P, 

P étant une fonction de z qui devra être évidemment nulle lorsque 
z — o. Puisque la quantité : peut être quelconque, nous pouvons 
prendre l’équation prime relativement à z, et par les principes et 
la notation établis, il est facile de voir que la fonction prime de 
f — .rz, y — yz), prise relativement à z, sera . 

— xi' (x — xz, y — yz) — yi ; (.r — xz, y — yz); 

donc, désignant par P' la fonction prime de P, prise aussi relative- 
ment à z, on aura, pour la détermination de P, l’équation du premier 
ordre 

• î » ... ‘ 

P’ — xï' (x — xz, y —y?) -t-jf,(.r — xz; f—y$. 

- * . * . * . * ri. 

(Considérons, en second lieu, les trois premiers termes du dévelop- 
pement de f (x,.y), et. faisons 


♦ • - - . * . * ■ . 
f (x, ,r) — f (.x- xz; y — yz) -f- xzf' (x — xz, y 

-+- y zf,(x — xz, y — yz) -y Q , . 


rr) 


Q sera, une fonction de s qui devra, par la nature même de cette 
equàtion, devenir nulle lorsque z — o. A cause de l’indétermination 
de z, on pourra prendre l'équation prime relativement à z; et, dési- 
gnant par Q' la fonction prime de Q, on trouvera, après avoir effacé 
les ternies qui se détruisent dans l’équation prime, cette équation du 
premier ordre, pour la détermination de Q, 

» '. .' ■ . . - - * •• - . 

Q' — x’zf" (x" — xz, y — yz) ax>-zf' (x — xz, y — yz) 

-4- j’zl',, (x xz, y — yi) ; 

, ' i ■ ♦ * •" • 

et ainsi de suite. . 

Pour déduire de ces équations les valeurs «le P, , etc. , il faudrait 
chercher les fonctions primitives des quantités P', Q', etc., relative- 
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nient à z, et les prendre telles, qu’elles soient nnlles lorsque z = o. 
Mais comme nous n’avons pas besoin des expressions générales de 
ees quantités, mais seulement de leurs valeurs relatives à z = i , que 
même il suffit d’avoir des limites de ces valeurs, on pourra faire usage 
de la méthode employée dans le chapitre cité, pour parvenir à des 
conclusions semblables à celles du n° 39. 

Ainsi, en désignant par A un nombre indéterminé, ou plutôt in- 
connu, toujours compris entre o et i, et qui devra être partout le 
même dans la même fonction, mais qui pourra être différent dans les 
différentes fonctions, on trouvera les expressions suivantes: 

. , • * 

P = xf' (ax, Ay) -t-yf, (ax, Ay), 

Q = i |x*ff (Aj-, Ar) -I- aay f (Ax, Ay) -+- y*f, (Aj-, Ay)j ; 

. .» 

et ainsi des autres. 

Donc, enfin, substituant ces valeurs de P, Q, etc., dans les déve- 
loppements de f (x, y) , et faisant z = i , on aura ces formules géné- 
rales qui renferment une extension du théorème du n° 40: 


f (x, xi— f •+• xf' (A x, Ay) -4-yf, (Ax, Ay) 

,.t, f = f -t- xf' -+-yf, -f- — f v (Ax, Ay) 

¥ (*- r » *+■ C (*•*» *>') * , . 

. =f-4-xr- ( -yf -H-r-h-cyf -4^-f 
. * 2 * * 2 " 

-y tts *y) (*■*’■ x y) 

C (**» *?) -+■ £3 *>') 

= etc. • . ' . * 

’• • • v • ■ 

Donc, si l’on a la fonction f (x -+- i, y -f- o) à développer suivant 
les puissances de » et de o, fl n’y aura qu’à mettre « et o à la place de 
x et y dans les formules précédentes, et les quantités f, f', f,, etc., 
deviendront f (x, y), f'(xyy), f/(x, y), etc., où les fonctions déri- 
vées peuvent être prises relativement à x et y, puisque la fonction 

3* rd . ' . " ' * 18 


Digitized by Google 



i38 


THÉORIE DES PONCTIONS. 


f (x -4- i, y -y- o) est telle, que ses dérivées, relativement à x et y, sont 
les mêmes que les dérivées relativement à i et o. Ainsi, l’on aura 

f (x + (', j + o) = f (x, y) -+- if'(x - 4 - Ai, y -4- Ao) 

-4- o f,(x Ai, y- 4- Ao) 

= { (^.r) -+- *?'(*» y) 4- o('(x, y) 

jl _ j 

-4- — f" {x -4- Ai, J - 4 - AO) -4- iof' (x -f- Al, ,y 4- Ao) 

4“ ^f„(x -4- Ai, J 4- Ao) 

= f (x,j) 4- if'(x, y) - 4 - O {'(x, y) 

4- 7 /) 4- iof’ (x,y) 4- °- f„ (x, y) 

1*1 i jt Q w 

4" ^ f (x -4— Ai, y -4* Ao) 4" ~ — f (x -4- Al, y 4- Ao) 

4 — — f (x -4- Ai , y 4- Ao) -f- — ^ f 1 * (x -4- Ai, y -4- Ao) 

= etc. 

La quantité Ai répond, comme l’on voit, à la quantité que nous 
avons désignée par j dans le n° 40; nous préférons ici l’expression Ai, 
parce que le même coefficient A se trouve dans la quantité Ao. De ces 
formules qu’il serait maintenant aisé d’étendre aux fonctions de trois 
ou d’un plus grand nombre de variables, on peut déduire la conclu- 
sion, suivante : 

Lorsque, dans le développement d’une fonction suivant les puis- 
sances et les produits de certaines quantités, l’on veut s’arrêter aux 
termes d’un ordre donné, c’est-à-dire dans lesquels ces quantités for- 
ment des dimensions d’un degré égal à l’exposant de cet ordre, ou 
peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes de 
l’ordre suivant, mais en y conservant ces mêmes quantités sous les 
fonctions, et les multipliant toutes par un coefficient A dont la valeur 
sera entre les limites o et i , et qui sera la même dans la même fonc- 
tion, mais qui pourra être différent© dans les différentes fonctions. 

79. Au reste, on pourrait aussi appliquer au développement de la 
fonction f (x -f- i, y 4 - o) la méthode du n° 57, en prenant les fonc- 
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tions dérivées par rapport à i et o. En effet, soit 

f (x -1- i, y -f o) = f (x, y) -F i'P -t- oQ. 

En prenant d’abord les fonctions dérivées par rapport à x et y, on 
aura 

f'(x -F », y -H o) = f'(x, y) -F t’P'-F oQ', 

- f, (x -F «, ,r + ») = f, (x, y) -F t’P, -f- oQ,. 

Ensuite, si l’on prend les fonctions dérivées par rapport à i et o, et 
qu’on les désigne par des traits placés au haut et au bas, mais en 
arrière des lettres, on aura aussi 

P(.r -+- i, y. -+■ o) = P -f- t'P -f- o’ Q , 

f, (x -F 1, y -F o) — Q -F i , P -Fo, Q; 

• « * 

puisqu’il èst évident que des fonctions dérivées de f (x -F t, y -F o) 
sont les mêmes par rapport à x et t, et par rapport à y et o. De là 
on aura * - . 

P = f(x, y) -F t’ (P' - 'P) -F o (Q' - 'Q), 

Q = C (x, y) -f t.( P, ,P) "*f x» (Q, - ,Q). • 

« 

Donc, si l’on fait 

R = P'1'P, S = Q' — 'Q -F P, — , P, T = Q, — ,Q, 

a* • 

on aima, en substituant ces valeurs, 

, f • 

• * , * 1 * 

f (x -f t , j + e> = f (x, y) -F it[ (x, y) -F uf, (x, .v) 

-F t’R 4- toS -F o’T, 

, S • • 1 » • i t 

et l’on pourra de la mème'manière pousser le développement aussi 
loin que l’on voudra ; de sorte qu’en connaissant les expressions ana- 
lytiques des premiers restes P, Q, on trouvera tous les suivants par 
les simples fonctions dérivées de ces restes. -, ' ■ 

80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se formeut- 
de la même mahière, et par les mentes règles que celles d’unè setrie' 

18. 
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variable, en considérant chaque variable séparément et successive- 
ment, il s’ensuit que tout ce que nous avons démontré sur les fonc- 
tions d’une seule variable peut s’appliquer de même aux fonctions 
de deux variables. 

Ainsi il sera facile d’étendre aux fonctions de deux variables les 
remarques que nous avons faites dans le chapitre V, sur le dévelop- 
pement des fonctions, lorsqu’on donne aux variables des valeurs dé- 
terminées, et d’en déduire des conséquences et des résultats sem- 
blables. 

Enfin, il est visible que l’on pourra traiter aussi par les mêmes 
principes les fonctions de trois ou d’un plus grand nombre «le va- 
riables, puisqu'il ne s’agira que de répéter les mêmes opérations 
séparément pour chaque variable. 



r 
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CHAPITRE QUATORZIÈME. 


Des équations dérivées d'une équation entre trois variables. Des fonc- 
tions arbitraires qui entrent dans les équations primitives com- 
plètes entre trois variables. 


81 . Lorsqu’une fonction z n’est dorttafe que pur Aine équation 
entre x, y, z, on considérera qup, comme cette équation doit avoir 
lieu quelles que soient les valeurs de t^et >ÿ il s’enéliit qu’elle aura 
lieu anssj erf y mettant .r y- i et _yH- o à la .) , quelles 

que soient les quantités i et 'o? * ? soi^. »frés 

cette substitution, l’équation' suivant les puissances et les produits 


• •A/l» UU.MI OJI J UH IAVIN *» J fr Vil J f I •/ H ICI JJlUVly WU’tA- V b 1 J y VJUVilt O 

que soient les quantités i et 'o? * ? soi^. tÿiW^tqep^t,. Après 
cette substitution, l’équation* qpiyatifr les •produits 

de i et o, U faudra que les tnroes ntultipliés jftpir »üie même puissance 
ou produits de i et o JÎMm'eaÇ, dés '•çqm^tioos séparée*. -3faÿf*npus 
venoqg de voir <^ie, dai^w’d^çlopp^uent dVnjié fan<?fcipu}fé jp ff y, 
les termes multipliés par i donnent la fonction prime selon .r, que ceux 
multipliés par o donnent la fonction prime selon r, ceux multipliés 

i' . N 

par -*• donnent la fonction seconde selon •»', -etc. Donc, ayant «ne 


équation quelconque entré regardant s comme une fonc- 

tion de x et y donnée, par cette équation ,'î>n ppyrra, en premyit 
les différentes Fonctions déri vées de toû's sès-termes, en déduire autant 
d’équations déri vées. de dïflerënts ordfces^quet’pqajjpiellerîi de même 
équations primes, seopndes, etc., selon \p oh f, équations jirimo- 
primes, securulo -primes, etc., et, en général, erp rations dérivées du 
premier ordre, du second ordre, etc. Ces équations serviront «à trou- 
ver les valeurs de z’, z,, z", z , z 0 , etc. 
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Si donc on représente par F (x, r, z) =o l’équation proposée pour 
la détermination de 2, et que l’on désigne simplement par F ' (x) , F'(y) , 
F'(z) les fonctions primes de F {oc, y, z), prises relativement à x, y, z, 
considérées séparément; et comme dee^ variables indépendantes, il est 
aisé de voir, par les principes établis pour les fonetibns d’une seule 
variable, que i[F'(x) -|- z'F'(z)] sera le terme affecté de i, et 
o | F ' ( y) -+~ z ( F' (z)] le terme affecté de o dans lè développement de 
F (x, y, z), après la substitution de x -K i jet y -+- o pour x et y, 
z étant regardé comme fonction de .r et y. 

Ainsi, F'(.i-) -t- z'F'(z) sera la fonction prime relative à x, et 
F' (.y) -+- z,F'(z) la fonction prime relative à y de F(.r, y, z); de 
sorte que l’on aura ces deux équations primes 


F'(.r) + z'F'(z) =0, 

; ^ » 

d’où l’on tire 


F'(j)-hz,F'(z) = o; 


F>) 

- “ fT*)’ 


- _i 

F '(«)* 


Ayant ainsi les valeurs de z' et z,, on en déduira celles 'de z",';, , 
z u , etc., en prenant de nouveau les fonctions primes de Celles-ci 
relatives à x et y; et ainsi de suite. , - 


‘V’" y >’ ■ ; t . 1* ^ t 

82 . On peut aussi rapporter immédiatement cette théorie à celle 

1 i- - -* - “t,?* ''Z- V..i- ' ** \ , -v -, ViJ, i 

des fonctions d une variable, eu regardant z comme donne en x et y, 
et )■ comme une fonction indéterminée de x. Ainsi, en 'regardant 

d’abord r et z comme fonctions de r, la fonction prime de JF (x, r, z) 

' ’ , ■ .V. . , ■ J > » /•'* • . 

<pra » •« . 


F'(x) -h.y'F'(j) -t-s'F'(z); _ - 

mais z étant considéré comme fonction de x et y, et / comme fonc- 
tion de z, la fonction prime de z sera représentée par z' -y y' z, ; 
mettant cette valeur à la place de z', orf aura 


F>)-fz'F'(z)+j'[F'(.r) 

• ^ v m' 

pour la fonction prime de F‘(x,/, 2). 


*,F’(z)J 
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Donc, ayant l’équation F (x, y , z) = o, on aura l’équation prime 

F' (x) -+- z'F' (z)+/[F' (y) + z, F' (z)] = o. 

Mais y étant regardé comme une fonction indéterminée dex, l’équa- 
tion précédente doit avoir lieu, quelle que soit la fonction y' ; elle se 
décomposera donc en ces deux-ci, 

F' (x) -+, z'F' (z) = o, F' (y) + z,F'(z) = o, 

comme plus haut. 

On pourrait trouver de la même manière les équations dérivées des 
ordres supérieurs. 

83. Gela posé, considérons, en général, l’équation 
F (x, j, z) = o; 

elle donne les deux équations primes 

F' (x) -t- z'F' (z) = o et FJ ( y) -t- z,F' (z) = o, 

qui auront, par conséquent, lieu en même temps que la proposée. 
Doue une combinaison quelconque de ces trois équations aura lieu 
aussi, et pourra, par conséquent, tenir lieu de l’équation primitive. 

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la 
fonction F (x, y, z), ces constantes seront les mêmes flans les fonc- 
tions dérivées F' (x), F' (y), F' (z); ainsi, on pourra, au moyen fies 
trois équations dont il s’agit, éliminer ces deux constantes, et 4’ équa- 
tion résultante sera une équation du premier ordre entre X, y, z,' z' 
et z, qui renfermera deux constantes de moins que l’équation primitive. 
Donc, réciproquement, si l’on n’a ponr la détermination dez en xet r 
qu'une équation du premier ordre entre x, y, z., z et z,, l’équation 
primitive entre x, y et z devra contenir deux constantes arbitraires. 

Geci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux fonc- 
tions d’une seule variable, n° 46 ; mais nous avons vu aussi (n° 60) 
que la quantité arbitraire qui doit se trouver dam 1 équatioo pri m i ti v e 
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peut a'ètre pas constante, et donner cependant, par l’élimination, la 
même équation du premier ordre. La même chose peut donc avoir 
lieu ici; il est aisé de concevoir que l'on aura encore la même équa- 
tion du premier ordre par l’élimination des deux arbitraires a et b, 
quoiqu’elles ne soient pas constantes, .pourvu que les deux équations 
primes soient encore de la même forme. 

Désignons simplement parF'(n) et F '(b) les fonctions primes de 
F (j , )', s), prises relativement aux quantités a et b contenues dans 
cette dernière fonction; il est aisé de voir, par les principes établis, que 
si a et b sont regardés comme des fonctions de x et y, la fonction prime 
de F (x, r, .r), relative à .r, devra être augmentée, à raison des deux 
nouvelles variables a et b, de la quantité n'F'(rt) -+-b' F' ( b ), et que la 
fonction prime relative à y devra être augmentée pareillement de 
a,F'(a) + b,F'(b). 

Supposons b = fa; on aura, en prenant les fonctions primes relati- 

. t ; • 

vement à r et y, 

b ‘ ' == a’V «, b t — «,f'a 

• • • ** 

donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes seront 

. «'[F' («) „+ Va . Ff (/>)] pt a\ F' (a) -K Va . F' (% 

H , 

par conséquent, elles disparaîtront à la fois en prenant a telle, qu'elle 
satisfasse à l’équation . 

. S 1 

.* -F' (ô) -t-‘ Va . F ' {b)- = o, 

• ». • 

la fonction fa de a, que I <mi a prise {tour b, demeurant absolument 

arbitraire. •. . ‘‘ •" ’ * * » ! ” „ • - 

* r. # ' 

De là résultent donc ces conclusions importantes : ‘ ' 

^ , 
i". Que l’équation primitive qui satisfait, en généra Uii une équation 

du premier ordre doit renfermer une fonction arbitraire; 

a". Que si, pd*ir une équation donnée du- premier ordre, l'on 
trouve une équation primitive F (.r, r, z) = o, qui renferme deux 
constantes arbitraires a et b, il n’v aura qu’à faire b — f«, et prendre 
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a de manière qu’elle satisfasse à l’équation 

F' (a) 4- f'a . F' (A) = o; 

la fonction désignée par fa sera la fonction arbitraire ; 

3*. Qu’ayant une équation quelconque entre x, y, z qui renferme 
une fonction donnée, on en peut déduire une équation du premier 
ordre où cette fonction ne se trouve plus: En effet, si <pp est la fonc- 
tion que l’on veut (aire disparaître, p étant une fonction donnée de 
x, y," z, il n’y aura qu’à prendre les deux équations primes, suivant 
.ret suivant y, de l’équation proposée; on aura trois équations qui 
renfermeront.®^ et ip'p, en désignant par tp'p la fonction prime de <pp 
prise relativement à p; d’où, éliminant ces deux fonctions, il résultera 
une équation du premier ordre, où la fonction <pp ne se trouvera plus. 

•84. Soit, par exeftiple, z — ax — by — c = o une équation don- 
née; les deux équations primes seront 

. z' — a == o, z, — b = o ; ' 

éliminant a et b de ces trois équations, on aura l’équation du premier 
ordre 

z — xz — yz, — c'= o, 

dont z — o.r — by — e == o sera l’équation primitive, a et b étant les 
constantes arbitraires. ’ 

Maintenant, en supposant 2 — ax— by — ct=.Y\xfy, 2 ), on aura 

F' («)'== -x, F.' (b) == — y. . 

** t • 

Donc, disant b = fa, l’équntion pour déterminer a sera 


.* 

■j — à: — jf'«=o; 


d’où l’on tir© 


% • . 

x ' 

l« = - — ; 

y . 

> 

4 ' 

ce qui donne 

V 

* / «A A 



3' «/. 


« = <p( 7 )> 


J 9 
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i p désignant la fonction inverse de f'. Ainsi la fonction f étant indéter- 
minée, la fonction <p le sera aussi ; donc a et b seront deux fonctions 

indéterminées de * , ou plutôt dépendantes d’une même fonction indé- 
terminée de \ et b -h j sera, par conséquent, une (onction indé- 
terminée de | - Désignant donc cette fonction simplement par c , 
l’équation primitive deviendra 

Si l’on prend les deux équations primes de celle-ci* on aura 

-♦(!)—• « 

Éliminant de ces trois équations les deux inconnues ç ^ ’ ) et f' 
on aura, comme plus liaut, • * 

* * , "" u. * 

z — xz — yz , — c = o, 

pour l’équation dérivée du premier ordre, délivrée dé la fonction 




(!)• 



Digitized by 


première partie. — chapitre quinzième. 


•47 


CHAPITRE QUINZIÈME. 


. • e .•> 

formule remarquable pour le développement en série d une Jonction 
quelcom/ue de l’ inconnue z de [équation z — x -+- yfz. 


t » 

» , 


85. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à taire 
disparaître une fonction quelconque est très-utile dans beaucoup 
d'occasions, et surtout pour les développements en série.» 

Pour en donner un exemple, soit proposée l'équation 

■ • . * • • ‘ ' ; - • 

z — x -t-.rfz, ... 

* r- . v • • % 

pour la détermination de s, fs étant une fonction'queïfcoiique de s, 
et 'supposons que Ton demande la valeur de z en série suivant' les 
puissances de -y ; il est visible que les deux premiers termes seront 

»- * Jt » « • « *£ • j , 

a -t- ylj; ; et si, pour trouver les termes suivants, on, suppose 
z — x -t- y f.r -K Ay* B»" -+- il faudra développer la fonction 
fs suivant les puissances.de yy et comparer ensuite les-terfnes pour 
pouvoir déterminer les valeurs de A, B, etc.; mais, .de cette manière, 
on n'aurait pas la loi de ces.valeijrs. ll*y aura doac de l’avantage à 
employer, au -tien de l'équation proposée, iine : équation premier 
ordre où |a fonction fs ne se trouve pas . 

Prenant donc lqs équations primes suivant .r et suivant.)', on aura 

s' — t . z r , èt z, = fs -i- ) f's. s,, 

• * • * 

en dénotant par f's la fonction prime-de fs relativement à s ; dob, éli- 
minant f's, on tire d’abord 


*s- s'Fs^o 


• 9 - ' 
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Mais l'équation primitive donne 

I *. , 


donc, substituant cette valeur dans la dernière équation, on aura cette 
équation du premier ordre, délivrée de fz, 

Z (*.— - C ) — J2, = O. - . * 

Comme le premier ternie de l’expression de z en série de y est évi- 
demment .«•, nous supposerons, en général, 

*■ . * . . » * . • • 

• ’-: = / + Ay + Br* 4- Cj 3 -+- ..., , 

A, B, C-. etc. , étant des (onctions de x; nous aurons 

* - • , 

z'= , + AV -t- BV ri- CV + . 

• .. . ' ~ ' . ' 

A ' , B x etc. , étant les (onctions primes de A, B, eh - ., regardées conufte 
fonctions jde a - ; ensuite. 

- . * • t » 

. * ; z,t= A -+- -Ær. ri- 3CV -+- 4Dr* -i-...;' . - , • 

donc vin aura, en substituant ces valeurs, • 

v(i -t- A > -t- B y H- C'y' (A -t- Br ri- CV ri-;... J 


*. J ■ 

savoic. 


A r- aB> — 3GV — •• •. =? o; 


. ' (AA';— B)/ ri- (BA' -t- AB' — aC)V 
V (CA' 4 - BB' -+- Ad' 30) V -K = o ; * 

»’<■■ ‘ . ' • • . • “■ . '* • «t 

d ou I on tire tout de suite . • * . 

. 1 B^ AA\ C^*.(AB' t (f\'^, 

* ' • 

D = i (AO' -t- BB' + CA'];' etc" 

y . ^ - * . •» 

« * * * ", , • , 

fei la quantité A demeure indéterminée; mais nous avons déjà vu que 

-les deux premiers termes de «dans l'équation proposée sont .f+.yÈt; 
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par conséquent, on aura A = £r, et de là 

A' = f'x, B = fxf'x, B' = lxf'x 4- (f'x)’; 


149 


doue 


etc. 


C = ^ (a fxf'.r’ .+• fx J f’x), 

. , " • * * . 

Mais eii examinant les expressions de B, C, etc., ou voit d’abord 

** . » jk ' ■ » '• J | 

qu'elles peuvent se mettre sous cette forme, 

D = l % (AU 4 - ' B»)', . K,^ (AD -4- BU |\ - etc. , 

■ *• v • ' * ■ 

en dénotant ; en général, par le caractère ( *)' la fonction prime selon 
.c, de la quantité renfennée entre les «leux crochets; et si I on. fait les 
■ substitutions successives fou trouve que cés expressions sont réductibles 
à celles-ci plus simples, * ' . . . • • 


B =.(A,*)\ 


; c-ôlAT, ü^-(a:Ç 


etc. 


eu marquant par un trait, deux traits, etc.,. les fonctions primes, 
secondes, etc., des quantités renfermées entre les crochets, relative- 
ment à la variable x; , de sorte qu’en substituant 'ta- valeur «le A; on 
aura enfin , ( 

* ^ (ffiv '■& (f *r + : 

-■ ■- ' 

où les exposants de x indiquent des (HiissanCes «le fx. » 

’ . * j « • # * • 

Hft. Supposons maintenant que l’on deibanqe la valeur d une'tbne- 
tion -queleonijiie ipz'rle z, développée (le même suivant les puissances 
«le y; on fera u — ifz, et, pretiant t«*s équations.piiimes^ou? faire dis- 
paraître la fonction q, on’.anra •• * I . . -, m 1 


d'où Ton tire 


u = 9 


et * 9 z . 


. .. -u 
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z 1 • » 

Substituant la valeur de — > tirée de l'équation z'(z — x) — yz, — o, 
du numéro précédent, on aura cette équation du premier ordre 

u'(z — 1 x) — yu / = o. 

« = P +■ Qr h- Rr’ + Sy* + • 

» , ' « • , * 

F, Q, R, etc:., étant des fonctions de x: substituant cette valeur, 

ainsi que celle de z trouvée ci-dessus, on aura • 

• • * •* » • 

(P'-j-XXrjV RV + sy-+- 4- ^ (ür*)' -+- 

.T • — Q - «Rv - 3Sj* 

* * . • fc * « , 


d ’où l'on .tire 


<} =±= R'fy, * ftRW.Q'f.c _|_ Z (ia-y r 

• 3S = R'lx 4 J (fVV -h ^ (fat*,)';: • ' 

• * « • - • • 

•e ■ , ■ . < . • 

et ait;$i de Slute. * ; * . 

Or," en substituant successivement les valeurs deQ, R, etc.» il est 
aise dé reconnaître que les expressions de ces quantités peuvent sé 

réduire à cette forme simple . » 

. • . V . • • « •» 

Q = P'frr, ' R=*= I (P'fr*)', Sfc^F'fiîyV ête‘; 

V . , ; 

la Ibnction P derrteure. indéterminée; ii cause de l'élimination de la 

’ • V . * 

fonction 0; niais, puisque '« ==$ 5 ^=; 0 (x -f- _y£r -t- .!.), -il ëst visible 
que l'on aurq P — 0X / . et, 'par conséquent', P '= î’.r. 

Doue, ebfin, on auras * ' ' , A . 

> v * r \ * . 

0z = 0.V -y yç'xïx (<p'ir tir 1 )' -+- As , * ' 

B f • »•**- * B / " # ‘ ,1 

■ # \ ■ % é ^ ‘ * 

formule très-remarquable, et d'un grand usage dans 1 analyse, surtout 

pour- ie retour de» suite*.* • ' 

. * * ** 

» ’ *4 > _ ' 

S7. On pourrait parvenir immédiatement a ce dernier résultat par 
la formule du n° 55; car il n'y aurait qti'à regarder u comme une 
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fonction de y, et chercher les fonctions primes, secondes, etc., de u 
relatives à y, c’est-à-dire les valeurs de u v , etc. Faisant ensuite 
y = o, on aurait 


u, 



a. 3 


etc.. 


pour les coefficients P, Q, H, S, etc. , de la série. 

Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées, et à les 
mettre sous une forme simple et régulière. Pour cela, nous repren- 
drons les deux équations primes trouvées ci-dessus (n“ 85. 86), 


& 

— ' J 


z — z'ù = o et 
•S • • 

lesquelles donnent celles-ci: « 

« • , . . 

U'—u'ïz et 1 *, s, = s'fs.v , • 

i“. On aura donc on aura ' _ * . 

m, = u'fz. . ' ; , 

a®. En prenailt les fonctions primes selon y, 

r . ” ; ' ’ r > . 

. u K = u fz -I- u\f 'z; -, . ' 

f'z dénote la fonction prune de z relativement à z:>or, de la première 
équation, on tire atlssi cette équation primé relative ir . v , 

• . '!♦'»= «*fz-f- U 'z'f'zi* 

• ' « * . f • \ * 

donc, substituant, on aura t " a*. 

u n = u"îz 3 -h awVf'zfz ='(nTz a )\ 

•* .* * y , ( ^ • 

3°. En prenant, encore les fonctions prîmes relative à y,> on aura 

■ : ' «„ = ; • 

or # 

(tz'fz a ), = U fz’ -+- 2 u'z.z(zf 

, - 1 s 

. < 

substituant les valeurs de u et de z,, données ci-dessus , on aura 
(w'fz a ), — M v fz a -+- iu'z'f'zfz* = ‘(«'fz*)'; 


Digitized by Google 


I 5a THI-ORIK DES FONCTIONS, 

donc, prenant les fonctions primes relatives à .r, on aura 
{u'îz% = (u'fzV = 

et ainsi de suite. 

Donc, puisque u = <pz, on aura 

• ■ * 
u — z y z ; 

par conséquent, 

U r — z't p'zfz, ‘ «„ = (sVsfz*)', • «„,== (zp'tfx*) 1 ', etc.,* 

étant la fonction prime de <pz relativement à z seul, et les expo- 
sants dé z indiquant les puissances de f z. 

Faisons 'maintenant y = o, l’équation proposée z = x -t- yfz don- 
nera z = x; donc * • . < 

z’ — l, tpz ®.r, y*z — ®'.r et iz — £r; 

donc cnjin • 

F = ®r, Q = ip'xfx, R = - (ç'xfx*)', S = —, ($'xf.r*)', etc., 

a . a. s 

« . » 

comme ci-dessus. . ‘.é • * • * 

* fa * 

Pour montrer, pjir ime appliaiticMi , l’usage de eettè formule, soit 
proposée l’equatiod • * 1 

j- 4 * z ~ _ • - ’ v 

» ■ *« » « v- J * 

x et y étant des quantités données, et que ion demande la valeur de 
z ^ en série suivant les puissances de r j on fera ÿonc 

. . .* fz = z",/ <ft= 

1' « % , * < * * 
kJËi. v • J* • * 

fx = #"\ 'ÇfxWxV* >Vî= 

.* * -*&.•_ ■ 

et l’on aura sdr-leJ%Han$ ’ **., r V * 


• agpNç 

donc aussi 


:‘-. £ 
Q- 


■ • • ’SfSfe * 

9 :*§£' 


v * R == " (x*»*"-*}' ^T^L±ZL-.5 x*"*"- 4 , 

C _i' « _ «(3m + n —«)(&* + î« ->a} li*, 1, 

* 3 *o« ? > ~ * 

• *-C • , * 


etc. ; 
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53 


de sorte que l'on aura 

z" = r" y + n ' im 

■ . , «(3ro + n — i)(3m + n — , . - 

^ “T*— 

•Voyez aussi, sur ce sujet, la note XI du Traité de la Résolution 
des équations numériques, seconde édition. 
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CHAPITRE SEIZIÈME. 

Méthode générale pour trouver l'équation. primitive d une ' équation 
du premier ordre entre plusieurs variables, lorsque les Jonctions 
dérivées sont linéaires; et pour trouver l’équation primitive d'une 
équation quelconque du premier ordre entre trois variables. 

• # * 

a 

* * « • 

* 

88. Nous avons vu comment on peut faire disparaître une (onction 
arbitraire contenue dans une équation donnée, au moyen de ses équa- 
tions primes; mais il y a, pour y parvenir, un moyen plus simple à 
quelques égards, fondé sur la considération que nous avons employée 
plus haut (n° 82). 

Considérons, en général, l’équation F (x, j, z, <pp) — o, dans 
laquelle p soit égale à f(x, y, z), les deux fonctions désignées par les 
caracteristi<pies F et -f étant données, et la fonction marquée par la 
caractéristique <p étant arbitraire ; on peut supposer y une fonction 
de ,r, telle que la fonction prime de p soit nulle ; alors p pourra être 
traitée comme constante dans la fonction F {x, y, z, <pp), poitrvu que 
l’on détermine y' par la’ condition qpe la fonction prime de f (x, y, z) 
soit nulle. 

Désignons simplement par F^x), F' (y), F'(z), et de même par 
F(x), f'f j), f'(z) les fonctions primes de F (x,y\ z, <pp), et de f(.r, > , z), 
prises relativement à x, y , z isolées et regardées comme indépen- 
dantes, on aura, comme dans l’endroit-eité, les deux équations primes 

. F'(x)-ê-z'F'(z)+j'[F'( r )-»-z,F'( Z )] = o, 

f (x) z'f' (z) -hj'[r (y) -f- z,f'(z)] = o, 
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dont la première contiendra çp, et dont la seconde ne contiendra 
point p: celle-ci servira à éliminer l'inconnue r'; la première, jointe a 
son équation primitive, servira à éliminer l’inconnue <pp- 

Cette méthode a l’avantage de pouvoir s'appliquer aux équations 
qui contiendraient plusieurs fonctions arbitraires de la même Jonction pr. 

En effet, si l’on avait l’équation (r, r, z, $p, -\p ) — o, on trouve- 
rait d’abord, comme ci-dessus, une équation du premier ordre sans 
la fonction <pp, mais cpii contiendrait encore la fonction ensuite, 
appliquant à cette équation le même procédé, et éliminant de nouveau 
la fonction y ' qui paraîtra dans son équation prime par la même équa- 
tion ci-dessus, on aura une équation du second ordre qui contiendra 
"Ÿp, et d’où l'on éliminera cette fonction par le moyen de I équation 
du premier ordre ; et ainsi de suite, quel que puisse être le nombre 
des fonctions arbitraires dé la même quantité p. 

Mais, si l’équation proposée contenait les fonctions zp et -4</, p et </ 
étant des fonctions' différentes de vr ,r, -, on ne pourrait pas parvenir 
à une équation du second ordre, débarrassée des fonctions <pp et 
et de leurs dérivées; il faudrait alors passer à 'les équations d’un ordre 
supérieur., . • 

V 

89. Considérons les équations du premier ordre qui peu veut ré- 
sulter de l’éliminatipn d'une fonction arbitraire çp, et supposons v pour 
plus' de simplicité, ce qui est toujours possible, que l’équation pri- 
mitive soit de la forme 

b (-r, y , z)' — <pp, p étant — ' f (J, y, z)., 
on aura alors les deux équations primes 

K '(•*’) -f- z'F'(z) -+->'*[ F'(r) -+- z,F'(z)J = o, 
r(x) z'f' (z) C.r) + (2)| = o, 

qui seront délivrées de^p;«t il. ne s'agira plus que d'éliminer y'. 

Le résultat de cette élimination est 

F (x)-h«'F'W _ ?’(.?■)+ a .P'fa) ; s 

f' (*)+*'*» ~ .('( y )+ z ,('(:) ’ * 

' « • 

' 20 . 
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<1 où résulte cette équation du premier ordre 

F'(*).f'(.r) - F'(. r ).f'(.r) + z'[ F'(z).f'(j) - F'( j).f'(z)] 
- t -z / fFV)f'(*)-F'(ï).f'(x)] = o, 

qui ne contient que X, y, z avec les fonctions primes z «t z r - 
< lette équation pourra donc être mise sous cette forme 

z! ■+; M* / -+- N — o, 

en faisant 

ii ^ F(i).'fM-y:(:MW 

.... ' V_ F '^).rç K) -FYr).rw ■ 

■ " 7 F (ïpTr) - f ’(*) ’ 

d'où I on peut coijclwrè: 

î". Que toutes .les équations du premier ordre entre .t, y, z' et 
qui ne seront pas réductibles à la forme précédente, ne pourront jws 
être dérivées d’une équation primitive entre x, y, z et rpp, p étant îfue 
fonction de jt, j, z- ; ‘ 1 * * ' . 

a°. Que toutes les équations du premier ordre réductibles à fa 
formé précédents pourront toujours avoir pour équation primitive 
une équation de H» forme supposée F (,r, v, z) p étant égal à 

f(.Ci ,r,*c). . *■ . • 

(’.ar |es valeurs* des coefficients M et N étant données en -fonctions 

• * * * 

de .r,*)*,' on aura deux é([ nations par lesquelles on pourra déterminer 
les deux fonctions marquées par les caractéristiques F et f; et la fonc- 
tion marquée pour ©.demeurera arbitraire. . 

Ce problème étant Fuit dés plus intéressants dé la théorie des fonc- 
tions, ie vais en donner-ici tine solution directe 

’* . •• * * • , 

90. Regardons, ce qiîî est pernfts; y et.: comme des. fonetioas 
de .r, dont les fonctions primes Soient y* et .et considérons les 
deux quantités z' -y- N etIWz'-F Ny'; oes quantités deviendront, par 
4a substitution des expressions précédente? de MV de N, 

fyrXF'frK + F-Ça»)] - F’Cyjfffaja’ + ftxjl * 

V* F r W>(.)0-F’Q). f'(*) ‘ 

'(*) * ’+ f '( y) x'i*- *"(je)[ P ( z) * ’ -F F ( r). y ' J 


■if* 


X. 
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Si l'on ajoute et que l’on retranche en même temps du numérateur 
de la première la quantité F f (y). F et du numérateur de la 

seconde la quantité F ' (.r) .' f ' (x ) , et que l’on fasse attention que 
F' (x) -+- F' F' (s) z est la fonction prime de F (.r, v, r),- 

que nous dénoterons simplement par F (.r, y, z)', que de même 
f' (x) 4 -»f' (y)/' -1- f' (z) z est la fonction prime de f (.r, r, s), que 
nous dénoterons pareillement par f (x, r, 3)', on aura 

- ' iV — Ftj')- f ( 

. „ *+■ n-r ’ . 

• m_' . wJ' Li_ ?'(*)• f '('&).¥ (x, y, *)'■ ♦ 

. . . ■*" ’ r ■- 

* • * \ • ‘4 •' 

Donc, si l’on fait les deux équations 

* • * * . t . t «. é . • • • ■ 

%' -4- N = o, ' Mî' + Nv' =^o; 

- - ■ ' ' • » » 

*. a , : . ** • # ' • 

ces équations seront équivalentes à ces deux-ci : ' ■* . 

. F (as, y, r zj* = o;' et IV,' z)'-= o, 

■ . . . 

dont les équations primitives sont évidemment 

. F (a:, y,z) = A, . 2) .= B, . u 

■ a • 

. w . . _ * 

A et B étant des constantes arbitraires ; de sorte que ces équations 
primitives Useront complètes à cause des deux constantes arbitraires A 
et R. " . ' f , 

Mais il est possible qu'en cherchant les équations primitives des 
équations . .• . ’• 

•} , -l ; N = o, -t- fty* == o, 

• • • » 

où M et N sont des fonctions, données de x, j-, s, on ne les trouve 
pas sous la forme précédente. Cependant, sous quelqqe forme qu elles 
puissent se présenter, $1 elles renferment deux, constantes arbitraires 
a et b , elles doivent être comprises vlaus les précédentes, et les con- 
stantes A et 6 ne pourront (pi ètre fonctions des constantes 11 et b. Si 
donc o* tire- da.ces équations primitives les Valeurs des constantes « 
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et h en .r, y, z, et que ces valeurs soient P et Q , ' en sorte que les 
équations dont il s’agit soient réduites à la forme P = a, Q — h, il 
s'ensuit que les fonctions F (.r, y, z) et f (.r,. y, z) ne pourront être 

aussi que des fonctions de P et 

Donc, puisque l'équation primitive d’où l’équation du premier 
ordre z' -+- Mz, -t- N = o est dérivée, est de la forme * 

. V (i, y, z) =± <pp <P rç(a-, 

* * • 

cette équation primitive deviendra 

fonct. (P, Q) = 9 (fonct. P,*Q), ... 

■* . • ■ . • 

la fonction marquée par ç demeurant arbitraire : d’où il résulte que 

P serq une fonction quelconque de Q ; de sorte que l’équation primi- 
tive de l’équation du premier ordre 

• , *'-4- Mz, + Nto 

». . • • . . * s " 

pourra être réduite, en général, à cette forme très-simple. 

P = «Q, 

**• / .. . », " .. 

la . fonction marquée par la caractéristique tp étant arbitraire. Cette 
méthode réduit, comme Von voit, la détermination de la fonction de 
deux variables à celle de deux fonctions d’une seule variante ; et elle 
est surtout remarquable par la simplicité et la généralité du résultat. 

_ s *’ . > 

91 . J, a méthode précédente peut s'étendre 'aussi âüx fonctions de 
plus de deux variables. Ainsi, si u est une fonction ne trois variables 
.r, v, z. déterminée par l'équation 

• .F {x, y ; .z, «) = <p (/>, ?) , • 

‘ * : * ' . 

f> e’t <y étant des fonctions données de x, y , z, «, et tp (p, q) étant une 
fonction qnelcontjtie de p, 'q t on trouvera, par u'ne analyse semblable 
à celle du n° 89, et regardant r et z eoéime des fonctions de r, dont 
011 détermiiïera les fonctions primes y et/', par la supposition que p 


J t. P - ^ 
« 
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et (/ demeurent constantes; on trouvera, dis-je, une équation du pre- 
mier ordre, dérivée de la fonction <p , de la forme suivante, 

u H- Lu, — f- M ,u IV = o, 

L, M, N étant des fonctions données de x, y, z, u, et ,u étant 

les fonctions primes de u relativement à x, y. et z ; de sorte «pie tonte 
équation entre vr, r, z, u et les fonctions primes de h, qui né serait 
pas de cette tonne', 11 e pourra pas être dérivée d'une équation primi- 
tive de la forme ci-dessus. , r /» 

Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme précé- 
dente, on trouvera anssi, par une analyse semblable à. celle du numéro 
précédent, que si l'on regarde y, z , u eoinme des fonctions de x dé- 
terminées par ces trois équations du premier ordre 

u' -1- N = o, Liu -i- Nr' = o> Mt/ N;' = o, 

et que Ion eh .cherche les équations primitives qui devront renfermer 
trois constantes arbitraires a, b, c, qu’ensuite on tire de ces équations 
les valeurs tle ces constante^, de manière que l’on ait 

. ’ « = = Q. fc = R. 

k. 0 • 

. f * • 

P, Q, R étant des fonctions données de %i r , y, z , u,-p n aura snr-le- 
cliamp 

.* ‘ P = ç(Q,R) « # .. 

. * * • r w - • » 

pour l’équation primitive de f équation propos* 1 ?, dans laquelle <p(P; Q) 
sera une fonction ifrbittaire de P et-Q. » ' ' . 

Cette méthode est présentée d’une manière plus sitnple et plus 
directe 'dans la leçon X V du Ch/cul ries Fimt-tinris., à laquelle . nous 
nous contentons de renvoyer. . * 

. * r* 

9ü, Mais si l’on avait, pour la détermination de’-en fonction de 
•r et y, une équation quelconque du preirçier ordre entrte x m y % z, z' 
et s, non réductible ci la forme. du,.n“ 89, la même méthode ne servirait 
plus. Cependant on peut toujours, quelle que soit la forme de j’équa- 
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tion proposée, la ramener à la forme du n“ 91 , en y introduisant une 
variable de plus. 

Soit donc proposée l'équation 

. * ' z = F (,r,.r, 2, z,), 

la (onction indiquée par la caractéristique F étant doiuiée ; je sqppose 
z, =? u, et comme z est fonction de ,r, y, il est clair que u sera aussi 
ibnt’.tion de .r, y; donc, prenant les fonctions primes relativement à .r 
seul, On-, aura z — u' : Maintenant l'équation proposée deviendra 

2' = F (x, j, 2, u) ; . . 

prenant les fonctions primes relativement à y seul, et observant que z 
et « sont des fonctions de .r, r. on aura 

»>F' (j) -t- z,F' (z) + «/F>), 

où les quantités F'(jr), F '(z) , F'(«) dénotent les fonctions primes de 

F te, y, z, tz), prises relativement aux variables isolées T- a, u, ainsi 

que nous l’avons pratiqué jusqu'ici ; donc, substituant ri et «'pour 

z, et z' , on aura l’équation 

• • •» . , ’ #. » * 

. u' = ■+- «F'(z) F '(fi); 

dans laquelle les quantités F 1 -' (y), F'(z), F'(*é) seront des fonctions 
données de x, y,z et u. • • . . 

Cette 'équation serait donc susceptible de la méthode précédente, 
si m était une fonctionnes variables x,y,z, regardées comme indé- 
pendantes entre elles; mais rien n’empèelie de les regarder comme 
telles, .et de regarder qp même tfmps u comme une simple fonction 
de .r, -y, z, pourvu que l’on exprime, d’une manière conforme à 
cette supposition, les fonctions primes u et u, qui se rapportent aux 
setdes variables ’.r et y. 

Que i’on Ménote |>ar tï y zr et ,« les fonctions primes de « relative- 
ment'à .r, r, z, il est facile de voir, par les principes établis pour la 
formation des fonctions primes, que, puisque z est essentiellement 
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une fonction de .cet r, dont z' et z, sont les fonctions primes relative- 
ment à chacune de ces variables isolées, la valeur complète de la fonc- 
tion prifhe de u relativement à .r sera u' -+- ,uz', et que la valeur 
complète de la fonction prime de u relativement à y sera //, -f- l uz l : 
ces valeurs sont celles qui, dans l'équation ci-dessus, sont représen- 
tées simplement par u' et mais on a supposé z, = u , et, par l'é- 
quation proposée, on a. = F (x, y, z , u); donc les valeurs à 

substituer à u' et », seront u ' -+- ,«F (x, y, z, u) et », -+- ,««. Faisant 
donc ces substitutions, dans la dernière équation en h, »', (/,, et 
ordonnant les termes suivant les quantités et on aura 

n' — h, F' (u) -+-,«[ F(x, y, z, u ) — //F'(«)| — F' ( y ) • — uF'(z) = o, 
• * *. • • - 

équation qui, étant comparée à la formule générale du n" 91, donne 


et 


J. = — » F'(«), M == F (x, y, z, n) — tiF'(«) 
.•:* N = — F'(J) — uF'(z) ; 


«le sorte que les trois 'équations par. lesquelles il liiudra déterminer y, 
z, u en fonctions de x seront i 

./*' — F'(j) — «F'(zj = o. 

• . »' F'(u) -f- y ' [ F'(.r) -t- «F '(z)] = o , 

n' | F (X,j, s, ü) - mF'(u)J — x' f F'(.y) 4 - «F'fz)] o. 

, * ’ , . V .... 

Ainsi, la difficulté est réduite à trouver les équations primitives d’où 
celles-ci peuvent être déduifes; mais il suffira d’éh trouver une, et il 
serait même inutile de trouver les<leux autres. 


93. En effet, supposons que l’on ait trouvé les trois équations 
primitives avec les trois constantes arbitraires a, b, c, et S'oient P, Q, K 
les valeurs de ces constantes qui en résultent, on aura P = <p (Q, IW 
pour la forme générale de l’équation primitive en u {n° 91). 

•Cette équation, où la caractéristique <p désigne une fonction arbi- 
traire, satisfera dans toute son étendue à l’équation du premier ordre 
en b, dans laquelle n est regardée comme fonction de x, y, z ; mais u 
3* <W. ai 
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a été supposée égale à z,, et z doit être, d’après l'équation proposée, 
une fonction de x et y ; donc l’équation P = <p (Q, R) est trop géné- 
rale, et il faudra encore chercher les limitations que l’on doit donner 
à la fonction arbitraire relativement aux deux quantités P et Q, pour 
que cette équation réponde exactement à l’équation proposée. 

Mais, sans entrer dans cette recherche, j’observe que, quelle que 
puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut la supposer 
égale à une constante; de sorte que P = a, c'est-à-dire une des équa- 
tions primitives des trois équations ci-dessus, avec urfe constante 
arbitraire, donnera une valeur de « qui satisfera à l’équation en u. 

Maintenant, en remettant z r pour u dans cette équation, on aura une 
équation du premier ordre entre x, y, z et z,, dans laquelle z devra 
être regardée commfe fonction de x et y ; mais, puisque cette équation 
ne contient que la fonction prime z /( relative à y, on pourra regarder 
■v comme constante, et z comme uae simple fonction de r ; on trouvera 
donc son équation primitive par l’analyse des fonctions. d'une seule 
variable, et, puisque ,r est regardée comme constante, la constante 
arbitraire qui entrera dans cette équation primitive pourra être aussi 
une fonction quelconque de .r, que nous nommerons //. 

On ancrai nsi une valeuu.de z en .r et y avec les deux quantités a 
et p, qui satisfera à l’équation proposée. La constante a demeurera 
arbitraire ; mais la fonction p devra être déterminée conformément à 
cette équation. Pour cela, 11 n’y- aura, qu’à substituer l’expression de 
z dont il s’agit;- tous les termes quir renfermeront y se détruiront, et 
il ne restera quç des termes qui contiendrpnt .r, p et p'\ de sorte que 
l’on aura de nouveau nne équation du premier ordre entre les variables 
.r et p , dont l’équation primitive donnera la valeur de p en x, avec 
une nouvelle constante arbitraire b. 

De cette manière, on aura enfin une valeur tle z en .r et y, avec 
deux constantes arbitraires a et b., qui satisfera à la proposée indépen- 
damment des constantes. Cette valeur ne sera que particulière; mais 
on pourra, par la méthode du n" 83, trouver la valeur générale de z, 
qui contiendra une fonction arbitraire. 

En effet, si f(x, j, z, a, b ) == o est l’équation trouvée -pour la 
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détermination de z, on fera b = ça, et l'on égalera à zéro la fonction 
prime de f (.r, y, s, a, ça), prise relativement à la quantité a , re- 
gardée comme seule variable; on aura une équation qui servira à déter- 
miner a, et l’équation f (x, y, z,a , ça) = o sera l’équation primitive 
cherchée de la proposée du premier ordre, la fonction marquée par 
la caractéristique ç demeurant arbitraire. 

J’ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail néces- 
saire pour la faire bien entendre, parce qu’elle est nouvelle et qu’elle 
réduit toute l’analyse inverse des fonctions de deux variables qui ta- 
passent pas le premier ordre, à l’analyse des fonctions d’une seule 
variable. 

1)4. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul 
soit assez simple, supposons que l’équation projiosée soit de cette 
forme 

z' = A y -t- Ba -l- f(x, zfc* 

4 " * * . 

V et B étant des constantes, et f(x, a,) une fonction quelconque 
donnée de x et de z f . M En rapportant cette équation à la formule 
générale du numéro précédent, on aura , 

F fr,*, *,3) = aJ^Bz -4- f-(x,z,) ; 


donc 

F (x,y,z, u) =• A y-h f (.r, u), m ■ 

et de là, en prenant les fonctions primes relativement à y et z, 

F'(.y) =V’. • F' (a) ='B; 

de sorte qu’en faisant ces substitutions dans les trois équations du 

premier ordre entre x, y, z, u, la»première d’entre elleS deviendra 

‘ » 

//'—■A — B« = o, 

■? * 

laquelle ne contenant que la variable v , que l’on suppose fonction 
de x, aura une équation primitive indépendamment ^fes <teux autres. 
F.n effet, ‘si l’on multiplie cette équation par e _ftr , e étant le nombre 

ai . 
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dont le logarithme hyperbolique est l'unité, son premier membre 
deviendra la fonction prime de i/c -Br -+- » comme il est aisé de 

s'en assurer, en cherchant la fonction prime de cette quantité par 
les formules du chapitre III. . * 

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux 

fonctions primitives, (^it •+- g ) <? -Br = « étant une constante arbi- 

traire. Cette équation donnera clone 




» Bj* 


et substituant pour u sa valeur on aura l’équation prime 


<= — B -*-***'> 


dans lacpielle 3, étant la fonction piime de z relativement à y seul, on 
pourra regarder x comme constante, et 5 comme fonction de Ainsi, 
ranime le second membre 11e contient ni y ni z, sa fonction primitive 

dans cette supposition sera simplement ^ — g -+- fle ,u ^ )'; donc, pas- 
sant des fonctions primes relatives à. y seul, aux fonctions primitives, 
on aura l’équation'primitive / ■' . ' , 

* '♦ 

p étant une fpnetion <|uelconque de x qui peut être ajoutée oopime 
constante, puisque sa fonction prime Velhtrvement à y est nulle. 

De cette expression de s on tirera celles des deux fonctions primes 
3' et 3, relatives à <r e^ y ; et l’on aura 


3' = «Br»’* 


r" V -y p 


A 

B 


ac 


B* • 


ces valeurs étpnt substituées dans l’équation proposée, elle deviendra 
aBe“îj —Ay-y B (— g -y «e Br jj+ B/>h- f^x, -r g -yae**^> 
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laquelle se réduit à 


p — B/i -I- f ^x, — ^ -Ç- ae B *^, 


où l’on voit que les y ont disparu, de manière que l’on pourra déter 
rtiiner/» en fonction de x seul. . • 

Quel’on multiplie cette équation par e -B *, et que l’on supposé 


elle deviendra 


e-p'î (*, - ^ 4- 'ae»J' = F'x; 

Â t • ' ‘ , 


(pe-^y = F/x, . • 

-» \ , • * * « 

et passant aux fonctions primitives, on aura 

pe~~ 81 = Fx -(- b, 

b étant une constante arbitraire. De là- on tire 
^=e B, (F.r+4); 

donc, substituant cette valeur dans l’expression de ; trouvée ci-dessus, 
on aura 

s = ^ -f- nr Bl ^y -4- ( Fx -+- b)e B ‘ . 


C.ette valeur de s n’est que particulière; mais comme elle contient 
les deux constantes arbitraires a et A, elle donnera la valeur générale, 
si L’on fait b = <p<7, et que l’on détermine a par l’équation 

y -f- F'(«)- -t- p’a = o, 

en désignant par F'(a) la fonction prime de Fx prise relativement à a. 

Si B = o, le calcul devient plus simple, et l’on trouvera, en faisant 
f (x, Ax - 4 - «) = F'x, les deux équations 

: = (Ax -+- a) y -+■ Fx -l- <po, y -h F '(a) -f- <p'a = o, 

d’où il faudra éliminer a. 
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95. (jette dernière méthode est néanmoins sujette à quelques diffi- 
cultés que nous avons résolues complètement dans la même leçon ,XX 
déjà citée, où cette matière est envisagée d’une manière plus générale 
que nous ne l’avons fait ici. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les fonc- 
tions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul que l’on 
appelle aux différences partielles pourront aisément le rapprocher 
de d’analyse de ces fonctions, et donner par là, à cette analyse, les 
développements que l’on y pourrait encore désirer. 

Notre objet, dans cette première partie, nja été que d'établir la 
théorie des fonctions et des équations dérivées, d’une manière pure- 
ment analytique et indépendante de toute supposition ou considération 
étrangère. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


APPLICATION DE LA THÉORIE DIS FONCTIONS A LA GÉOMÉTRIE. 

%“ » ' • . 


CHAPITRÉ PREMIER. 

0 -.***' „ 

Des différentes manières dont on a considéré , les tangentes. Théorie 

des tangentes et des contacts de différents ordres, d'après les 
principes de la géométrie ancienne. 


* * 

1 . lies opérations ordinaires de l'algèbre suffisent pour résoudre 
les problèmes de la théorie des courbes, qui ne consistent que dans 
des rapports de lignes tirées d’Hiic certaine manière et terminées aux 
courbes ; mais la détermination des tangentes, des rayons de cour- 
bure, des aires, "etc., dépend essentiellement des opérations relatives 
aux fonctions. * . 

Suivant les anciens géomètres, une ligne droite est taugente d’une 
courbe, lorsque ayant un point commun avec la courbe, 011 ne peut 
mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe; c'est par ce 
principe qu’ils ont déterminé les tangentes dans le petit nombre des 
courbes qu’ils ont considérées. Mais depuis que, par l'application de 
l’algèbre à la géométrie, les courbes ont été soumises à l’analyse, on 
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a envisagé les tangentes sous d'autres points de vue ; on les a regar- 
dées commp des sécantes dont les deux points d’intersection sont 
réunis , ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la 
courbe considérée comme un polygone d'une infinité fie côtés, ou 
comme la direction du mouvement composé, par lequel la courbe 
peut être décrite ; et ces différentes manières de considérer les tan- 
gentes ont donné lieu aux méthodes algébriques fondées sur l’égalité 
des racines des équatioas, et aux méthodes différentielles fondées sur 
le rapport des différences infiniment petites, ou des fluxions des coor- 
données. Ces méthodes ne laissent rien à désirer pour la généralité et 
la simplicité; mais ceux qui admirent avec raison l’évidence et la 
rigueur des anciennes démonstrations regrettent de ne; pas trouver 
ces avantages dans les principes de ces nouvelles méthodes. I^a théorie 
des fonctions que nous avons développée dans la première partie 
nous inet en état de traiter le problème des tangentes, et les autres 
problèmes du même genre, d’après les notions et les principes des 
anciens, et de donner ainsi aux résultats de l’analyse le caractère qui 
distingue leurs' solutions. * 

v • 

2 . Pour considérer ces questions d'une manière générale, soient 
y = f.r l'équation d’une coûrbe quelconque proposée, et 7 = Fp 
l’équation d’ilne ligne droite ou d’une antre courbe que l’on veut 
comparer à celle-là; x et y sont l’abscisse et l’ordonnée de la pre- 
mière courbe, p et 7 sont aussi l'abscisse et l’ordonnée de l’autre 
courbe, rapportées aux mêmes axes que a ’ et y. 

Pour que ces deux courbes aient mi point commun relatif à l'ab- 
scisse .r, il faut qu’en faisant p — x , 4>n ait 7 — y ; <lonc y — F.r, et 
par conséquent Fa: == fjr. , 

Pour comparer maintenant le cours lie ces courbes, au delà de ce 
poiut, 011 mettra dam lêurS équations jf-+- t à la place de x et de p, 
et l'on aura f (.r -+- i) et F(.r -+- i) pour les ordonnées répondant au 
même point de l’axe des x, yt éloignées de la quantité t (le f ordonnée 
qui passe pa y le point commun. Donc la differehce.de ces ordonnées 
sera f(x -F- *) — F (a’ -4- if, savoir’, en développant les fonction» et 
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observant que l’on a déjà fa? — Fa: — o, 

iiî'x— V'x) 4- a - (f ff x - F "a?) 4- ~ (f m x - F M .r) -+- . . . , 

et cette différence exprimera la distance des points des deux courbes 
qui répondent à la même abscisse x 4- i. 

On voit d'abord, en général, que cette distance sera d'autant plus 
petite, et que, par conséquent, les courbes se rapprocheront d’autant 
plus qu’il y aura plus de termes qui disparaîtront au commencement 
de cette série. 

Ainsi, le rapprochement sera plus grand si l’on a f'x = F'#, c'est- 
à-dire si les fonctionsprimes des ordonnées des deux courbes devien- 
nent égales pour la même abscisse x ; il sera plus grand encore si, de 
plus, les fonctions secondes f"x, F^x, des mêmes ordonnées, devien- 
nent aussi égales, et ainsi de suite. 

< • 

3. Mais pour voir de plus près en quoi consistent ces différents 
degrés de rapprochement, nous considérerons une troisième courbe 
quelconque, rapportée aux mêmes axes par les coordonnées ret t, 
et dont l’équation soit s — tpr , et nous supposerons d abord qu'elle 
ait aussi avec 'les deux autres un point commun pour la même ab- 
scisse x, ce qui exige que les ordonnées à cette abscisse soient égales , 
et, par conséquent, que l’on ait aussi f.r = fx — Fx> 

Soient D la différence des ordonnées îles denx premières courbes 
pour la même abscisse x 4 - », et A la différence des ordonnées de la 
première courbe et de la troisième pour cette même abscisse x+t; 
on aura 

D =*f (x 4 - *') — F (x 4 - »’), 

et de même 

i-f(x+ »') — <p (x 4- »). 

* » * ' • 

Il est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les deux 
premières, à moins que pour une valeur quelconque de », aussi 
petite que l’on voudra, la valeur de D ne surpasse celle de A , abs- 
traction faite des signes. 


tjïo 
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Développons les fonctions f (.r +i), F (x -+- i), <p (.r 4- 1 ) partiel- 
lement, suivant la formule du n° 40 de la première partie, et arrê- 
tons-nous d’abord aux deux premiers termes. Nommant y une 
quantité indéterminée, mais renfermée entre les limites o et i, on aura 
par cette formule 

f (•*■-+- *') = fa -+- i f fa 4- faf"(x 4 - j ) , • 

et de même . 

» ; $ a. .» < 

F (.r /) = Fx 4 - f f fa 4 - ^ F" (.r 4- j) , 

. <P (* 4- i) = 4- ip'-v 4- ^ <p" (.t-fj), 

.■ 

où la quantité y pourra n’être pas la même dans les trois fonctions, 
mais sera renfermée entre les mêmes limites. 

Faisant ces substitutions dans les expressions de D et 0, on aura, 
à cause de fx — F,r = <p,r, en vertu du point commun aux trois 
courbes, 

D = f (ffa - F fa) 4- 1 [f"(x 4 -y ) - F"(x 4- y )], 

' f . t ' 

a = « (ffa — <pfa) 4 - l - [f'(x 4-y) — <p"{x -+-y)]. 

Supposons maintenant que les deux premières courbes soient telles 
que l’on ait ffa = Ffa, la valeur D se réduira à 

„ - D = 7 ff"(x 4-y) — F'(x 4-y )J ; 

et il est aisé de se convaincre que tant que le terme affecté de i 
dans l’expression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre 
i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que la 
quantité D, abstraction faite des signes. En effet, en divisant ces deux 
quantités par t, il suffira que la quantité ffa — <p'x soit plus grande 

que 4- y) — F*(x-f- y)], ce qui est évidemment toujours 

possible, en prenant i aussi petit que l’on voudra ; et il est visible 
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aussi qu’aussitôt que cette condition aura lieu pour une valeur déter- 
minée de i, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes les valeurs 
plus petites de 

Donc la troisième courbe ne pourra, dans ce cas, passer entre les 
deux premières, à moins que la quantité f'x — <p'x ne devienne nulle, 
c’est-à-dire que l’on n’ait ç'x — f'x, auquel cas la conclusion précé- 
dente cessera d’avoir lieu. 

" „ » » ** 

4. Supposons ensuite que l’on ait à la fois F'x = f'x et F"x = f'x; 

en prenant trois termes dans le développement des fonctions, nous 
aurons par la même formule du n° 40 (première partie): 

f(x -4- i) = fx 4- if'x - 4 - f "x 4- f" (x -4- y), 

F (x 4 - i) = Fx 4- iF'x 4 - ~ F"x 4- ^ F”(x 4- y), 

<p (x 4 - t) = <px 4 - iqt-x 4 - — <p"x 4^jî'(ï4 -j). 


Ces valeurs étant substituées dans les expressions générales de D 
et A, à cause de fx = Fx= <px, et f'x — F'x, f"x = F"x,' don- 


neront 


D =i[f>W)-F>+y)], 

A = 4 (f'x - p'x) 4 - ç (f,"x - p V).4- ^ [f "'(X 4-y ) - <P W (X 4- y)].' 


Ici, il . est aisé de voir que, tant que les termes affectés de i et de i 1 
dans l’expression de A ne seront pas nuis, on pourra prendre i 
assez petit [jour que la quantité A devienne plus grande que D, 
abstraction faite des signes. Car, divisant ces deux quantités par i, 

il suffira que la quantité f'x — <p'x 4 - -■ (f"x — 1 p"x) soit plus grande 

•• • .. ' ; : • 1 ■ ; '•* • 

que [<p"(x 4 - y ) — ,F'(x 4 - y )],.ce qui est évidemment possible 

lorsque f'x — ^'x n’est pas nulle; et si f'x — p'x est nulle, alors, en 
divisant encore par /, il suffira que f"x — <p"x soit une quantité plus 

3Q. 



t • 

Digitized by Google 


THÉORIE DES PONCTIONS. 


17» 

grande que ^ [<p'"(x -f- y) — F "(a? -+- y)]; ce qui est encore visible- 
ment possible, en diminuant la valeur de i tant que l’on voudra, 
pourvu que f"x — <p"x ne soit pas nulle. 

Donc, dans ce cas, la troisième courbe ne pourra passer entre 
les deux premières, à moins que l’on n’ait à la fois f ' j; = <p'x et 
<p"x = f"x. 

On prouvera, de la même manière, que si l’on a pour les deux 
preirtières courbes 

f'x — F'.r, fx = F" j? et f^r = F m .r, 

la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières, à 
moins que l’on ait aussi 

<p’x = f ’xt J>"x = f"x, <p"’x = ï m x ; 

et ainsi de suite. 

S. On peut conclure de là, en général, que si l’on a une courbe 
quelconque, et qu’une autre courbe donnée ait un point commun 
avec celle-là, ce qui exige que leurs ordonnées pour la même ab- 
scisse soient égales; que, de plus, les fonctions primes de ces ordon- 
nées pour la même abscisse commune soient aussi égales, alors il sera 
impossible qu’aucune autre courbe que l’on mènerait par le même 
point commun passe entre les deux courbes, à moins que là fonction 
prime de son ordonnée pour la même abscisse ne soit aussi égale à 
la fonction prime de l’ordonnée commune aux deux courbes. 

Et si, outre les fonctions primes de ces ordonnées, leurs fonctions 
secondes pour ta même abscisse étaient aussi égales, alors il serait 
impossible qu’aucune autre courbe qui passerait par le point commun 
passât entre les deux courbes, à moins que les fonctions prime et 
seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fonc- 
tions prime êt seconde de l’ordonnée commune aux deux courbes, 
et ainsi du reste. 

A proprement parler, ces courbes ne coïncident que dans le point 
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où les ordonnées sont égales, et l égalité des fonctions primes, se- 
condes, etc., de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes dans 
d’autres points, mais elle les fait approcher de manière qu’aucune 
autre courbe pour laquelle la même égalité n’aurait pas lieu ne puisse 
passer entre elles. 

C’est là l’idée nette que l’on doit se faire de ces différents degrés de 
rapprochement des courbes, que l’on appelle communément contai t, 
osculation, etc., et que la manière ordinaire de concevoir le calcul 
différentiel fait regarder comme des coïncidences plus ou moins ri- 
goureuses ou plus ou moins étendues. 
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Des lignes droites tangentes, des cercles tangents et du lieu de leurs 
centres. Des cercles oscillateurs et du Heu de leurs centres. 

I r « 

Analyse générale du contact des courbes planes. Du contact dans 
des cas singuliers, et des lignes asymptotes. 


■C, 


<>. Soit proposée line courbe quelconque représentée par l'équa- 
tion y = fx , coniparons-la d’abord avec une ligne droite quelcon- 
que. Puisque nous avons représenté, en général, par q — F p l’équa- 
tion de la courbe à laquelle on veut comparer la proposée (n° 2), on , 
aura, pour la ligne droite, 

Vp = a -y bp, 

' db-' ^ J|-» % 

a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette droite. 
La condition d’un point commun donne d'abord 

‘ c U. ’' ' * 

fx = Fx = a -4- bx ; 

et l'on pourra y satisfaire au moyen d’une des indéterminées a ou b. 

Supposons ensuite f'x = F'x; il est clair qu’en changeant, dans 
a -y bp, p en x, et prenant la fonction prune, on aura 

F'x = b ; donc f'x b. 

Ainsi les videurs de a et b seront déterminées par ces deux condi- 
tions ; car on aura 


b = f'. 


.i 


et 


a — fx — x f'x. 
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Donc l’équation de la ligne droite deviendra 
q — {x — xf'x -+- pfx, 

p et q étant les deux coordonnées, et l’abscisse x étant regardée 

comme constante. 

Je dis maintenant que cette droite a la propriété qu'aucune autre 
droite ne pourra être menée entre elle et la courbe. 

Car, soit s — <pr — g br l’équation d’une autre droite quelcon- 
que; pour qu'elle passe par le même point commun, il faudra que 
l’on ait aussi tpx = fx; et pour qu’elle puisse passer entre la courbe 
et la droite que nous venons de déterminer, il faudra, de plus, que l’on 
ait <p'x = fx (n° 3); ces deux conditions donnent 

g -+- hx = fx et h = fx ; 

d'où l’on rire pour g et h les mêmes valeurs que nous venons de 
trouver pour a et b; de sorte que cette dernière droite coïncidera 
avec la première. 

Donc la droite déterminée par l’équation q—ay-bp, où a— f r — u fx, 
et b=f'x, sera tangente de la courbe représentée par l’équation y— fx, 
au point qui répond à l'abscisse p — x. 

Puisque j = fx, on aura, suivant la notation employée dans la pre- 
mière partie, 



donc les expressions de a et b seront plus simplement 
a ±=y — xy’ et b=y'. 

Dans l’équation de la ligne droite q — a y- bp, il est aisé de voir 
que b exprime la tangente de l'angle que cette droite fait avec Taxe. 

et que — ■ | est l’abscisse qui répond au point où la même droite coupe 
l’axe. Dqnc cette droite étant tangente à la courbe au point où p — x, 
y' sera la tangente de l’angle qu’elle fait avec l’axe, et x -h i = 
sera ce que l'on appelle la sous-tangente. 


Digitized by Google 


THÉORIE DES FONCTIONS. 


I 76 

7 . Représentons par s = a -h fi r une autre droite qui passe par le 
même point de la courbe, r et s étant les deux coordonnées de cette 
droite, on aura pour ce point 


donc 


r=p = x, s=q=y; 
a “H bx = u -f - 


Pour que cette droite coupe la première sous un angle dont la tan- 
gente soit m, comme b et f, sont les tangentes des angles que ces deux 
droites font avec le même axe, on aura, par les formules connues de la 
trigonométrie, 


fi — 


b -f- m 
1 — hm ’ 


donc 


x(i b *) m 

1 — bm 


où il n’y aura<]u’à substituer les valeurs de a et b. 

Si l'on veut que cette seconde droite soit perpendiculaire à la tan- 

gente, on fera ni = » , c’est-à-dire — = o, et l’on aura simplement 



Ainsi — — : sera la tangente de l’angle que cette perpendicu- 
laire que l’on appelle communément normale, fera avec l’axe, et 
1 -4- * = — yy' sera la partie de l'axe comprise entre le point oit 

elle coupe l’axe et l’ordonnée, c’est-à-dire la sous-normale. 

Si les deux coordonnées x, y de la courbe étaient exprimées en 
fonctions d’une troisième variable quelconque, alors, prenant x' et y' 
|K»ur les fonctions primes de x et y relativement à cette autre va- 
riable, il n’y aurait qu'à mettre partout, dans les tormules précédentes, 

’l—, à la place de y' (n° 50 , première partie). 
r ..." 

11 serait superflu d'appliquer ces formules à des exemples ; car, 
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pour peu que l'on sache les premiers éléments du calcul différentiel, 
on ne peut manquer d’apercevoir l’identité des formules précédentes 

avec les formules différentielles connues. Il suffit de mettre à la 
place de la fonction dérivée y'. 

8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe 
proposée. L’équation générale du cercle rapportée aux coordonnées 
rectangles p et q est *' 

(/» — «)*+■(? — b Y 

.. f 

où « et b sont les coordonnées qui répondent au centre, et c est le 
rayon du cercle. De là on tire 


donc 


q — b-\- \Jc* — (p — a) 1 = F p', 


Fx — b -+- \Jc* — (x — «)* et F'x = * 

"Faisons donc » 

» K - . * 

Fx — îx—y et F'x = f ’x—y', '• 

et tirons de ces équations les valeurs de a et b, la seconde donne 


• ■ * 


d’où l’on tire 


\/ c * — (* — «)’ = — 


er 

* — «== -===f,; 
H-r 


ensuite la première donne 

* < * * 
y — b = \Jc* — (x — a)* = — = — 


donc 


i/i+r ' 1 


a — x 


b —y . 

</•+?* ' y'4-ÿ* 


Si l’on regarde- le rayon c comme donné, il ne reste plus d'arbi- 

3* éd. aâ 
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traites dam l’équation ; et l'on en conclura que le cercle donné, dont 
le centre est déterminé par les coordonnées a et A, est tel qu’on ne 
pourrait mener entre lui et la courbe aucun autre arc de même 
rayon, mais placé différemment. , 

Car pour un autre cercle du même rayon c, rapporté aux coor- 
données r et s, et dont les coordonnées du. centre seraient g et h, oh 
. aurait l’équation 

-, , ■ y- • . 

s == <pr = A -4- \c* — (r — g)* ; 

• 

et pour que ce cercle eût le même point commun avec la courbe pro- 
posée, et put passer entre cette courbe et le cercle déjà déterminé, 
il faudrait que l'on eût aussi 

tpx = f.r — y et <p'.r = Cx — y'. 


équations qui serviraient à déterminer les deux quantités g et h ; or 
il est visible que ces équations sont de la même forme que les précé- 
dentes, les quantités g’ et A étant à la place de a et A: donc elles 
donneront pour g et h les mêmes valeurs que l’ona trouvées pour a 
et A; par conséquent, je nouveau cercle se confondra avec le cercle 
déterminé par ces valeurs. 

Donc , suivant la même notion des tangentes , le cercle de rayon e , 
donf le centre sera déterminé par les coordonnée^ a et A , sera tangent 
à la courbe proposée dont x et y sont les coordonnées. 

Comme cette conclusion a lieu, quelle que soit la valeur du rayon c, 
on peut regarder c comrae indéterminé dans les expressions de a et A ; 
alors ces coordonnées a et A appartiendront à une ligne droite dont 
l'équation résultera de l’élimination de c, et qui sera, par conséquent, 

** . 'P'v:- ** -djr! ’• . ™ 

. . ■ 1 * .. r . 

. - b=y+ 


y 

- . 


- Cette droite séria donc Je lieu des centres de tous les cercles qui 
peuvent être tangents à là courbe; elle sera donc normale à la courbe; 
en effet , on voit que l’équation de cette droite, où a et A sont les coor- 
données, coïncide avec celle de la normale trouvée plus haut (*i # 7), en 
-- y changeant r et r en « et A. 


Digitized by Google 


DEUXIÈME PARTIE. »— CHAPITRE DEUXIÈME. I 79 

9. Maintenant, parmi ees différents cercles qui satisfont aux con- 
ditions Fx = Ce —y, F'x =* f'x=j', on peut en trouver un qui satis- 
fasse de plus à la condition F"x = Cx—y". 

En effet , ayant trouvé ci-dessus . 


F'x = 


on en déduira 


y'c* — (x — a)’ 


F"x= — 


ainsi, on aura l’équation 




y — y 

• [c*- (X -*•)]■ 

Or on a déjà trouvé dans le même endroit # 

\fc' — (x — a)’ = — X -=A = — 
donc on aura 


vi+y 


■ y — 


(* 


et dë là 


_ O +ÏV 
y" ■ * 


Substituant .cette valeur dans les expressions de a et b, on aura 

- a=x -yi b=Y + i±yi. 

y y 

. • »* • • • * 

Les trois constantes a, b, c qui entrent dans i’équation générale du 
cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu’aucun autre 
cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est dé- 
terminé par ces valeurs de a, b, c. En effet, pour qu’une autre courbe 
quelconque rapportée aux coordonnées r, s, et représentée par l’é- 
quation s = <pr, pût passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit, 
il faudrait que l’on eût ‘ r- t 

<px = fx —y, y'x = f'ft «=/' et <p"x = f "x =/* (u° 4);- 

a3. 
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or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantités g, h, k à la 
place de a, b, c, on aura pour ®.r, <p'x, ip"x les mêmes expressions 
que pour I\r, Fr, F".r, en substituant seulement, dans celles-ci, 
g, h, k au lieu de a, b, c ; donc les trois équations que l’on aura pour * 
la détermination de g, h, k seront les mêmes que celles par lesquelles 
on a déterminé- a, b, c; donc les valeurs de g, h, k seront nécessai- 
rement les mêmes que celles de a, b, c ; par conséquent, le nouveau 
cercle qui devrait passer entre la courbe et le cercle déjà déterminé, 
coïncidera avec celui-ci, et n’en formera qu’un avec lui. 

Donc ce cercle aura, relativement aux cercles, la même propriété 
que la tangente à l’égard des lignes droites ; ce sera ce que les géo- 
mètres appellent cercle oscillateur ou ctrclc de éourbure, parce qu’il 
sert à mesurer la courbure de la courbe. , , • 

• i* » ' „* 

La quantité c sera le rayon de ce cercle, que l'on nomme simple- 
ment rayon de courbure, 'et les quantités*' a,. b seront les coordonnées 
de la courbe qui sera le lieu de tous les centres de ces cercles; 

Si l’on veut transporter ces formules au calcul différentiel, il n’y 

ajira qu’à substituer ~ à la place de y', et à la place de y" . 

. ' . » * 

10. On peut maintenant présenter cette théorie d’une manière plus 
générale. . - 

Soient x, y les coordonnées de la courbe proposée, qui peut être 
quelconque, et />, q les coordonnées de la courbe que l’on veut lui 
comparer, et qui est supposée donnée. 

Supposons que l’équation de cette courbe renferme, avec les varia- 
bles p et q , des constantes indéterminées a, b, c, etc. , et représentons- 
la par 

F (p,q,a,b, c,...) =0. . * 

Si dans cette équation on change p en .r, q en y, on a 
F(x,/, a, b , c-,...) =o, 

. * < t # . N 

équation qui donne ia condition nécessaire pour que la courbe donnée 

ait un point commun avec la courbe proposée. 
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• Dénotons par F (.r, y, a, b, c,...)' la fonction prime, par 
F (a:, y, a, b, c, . la fonction seconde, etc., de la fonction 
F (x, y , a, , b, c, ...), en regardant y comme fonction de x, et a, 
b, c, etc., comme des constantes. 

Cela posé, s’il n’y a que deux constantes indéterminées a et h, et 
qu’on les détermine par les deux équations 

* ' r 

F (x, y, a*, b) =o, F (j, y, a, b)' — q, 

alors la courbe donnée, dont l’équation est F (p, (/, a, b) = o, sera 
tangente de la courbe proposée, au point où p = x. 

S’il y a trois constantes indéterminées a, b, c, et qu’on les déter- 
mine par les trois équations \ _ * 

* • * % • 4_ 'â * 

F (xÿy, a, b, c) = o, F (x, y, a, b, c)' = Of. F (x, y, a, b, ç)"= o, 

la courbe donnée, dont l’équation est F (p, ej, a, b, c) = o, sera os- 
culatoire de la courbe proposée, c’est-à-dire aura même courbure, 
au point qui répond à l’abscisse p = x ; et ainsi de suite. 

Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus, car l'équa- 
tion prime F (x, y, q, b, e, ...)'= o donne la valeur de j' en x,.y, 
a, b, c,... ; l’équation seconde F (x,y, a, b , c,...)" = o donne celle 
de y" en x, y, Y et a, b, e,...; et ainsi de suite. 

On peut, en général, appeler contact du premier ordre le rappro- 
chement de deux courbes qui se touchent dans un point ; contact du 
second ordre, lorsqu’elles ont de plus la mêpie courbure; et ainsi de 
suite. 

On peut appeler aussi les constantes a , b, c , etc., qui déterminent 
le contact, éléments du contact. 

Ainsi, le contact d’un ordre quelconque m dépendra de m -+- i 
éléments a, b , c, etc. ; et la détermination de ces éléments se tirera 
de l’équation i * 

F (æ, y, 9 x b,c,...) = o 

de la courbe donnée qui forme le contact, et des équations dérivées 
de celle-ci jusqu’à celle de l’ordre • 
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La propriété analytique de ces contacts est donc que, lorsque deux, 
courbes ont entre elles un contact d’un ordre donné, leurs ordonnées • 
et les fonctions primes, secondes, etc., de ces ordonnées jusqu'à 
l’ordre du contact sont les mêmes , et leur propriété géométrique 
consiste en ce qu’une autre courbe, qui n’aura pas avec elle un con- 
tact du même ordre, ne pourra être menée entre l’une et l’autre (n° 5) . 

H. La courbe donnée qui forme le contact étant, par exemple, 
une ligne droite dont l’équation la plus générale est 

y — a — bx = o, 

ne sera susceptible que d‘un contact, du premier ordre, puisqu'il n’y 
a que deux éléments a et b ; et l’on aura pour la détermination de ces 
cléments les deux équations 


Y — a—bx — o, y' — b = o, 

d’où l’on tire 

b = y' et a —y — xy', 
comme ci-dessus (n°6). 

Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l’équation la plus 
générale est 

(x—r a y ■+■ ( y — b)' — c* == e, 

. ‘ * • • * • * 

elle ne sera susceptible que d’un contact du second ordre, puisqu’il 

• n’y a que trois élément^ a, b , c. On déterminera donc ces éléments 
par les trois équations 

(x — a) 1 (y — i) 1 — c’= o, x — a-\~ \y — b) y' =*= o, 

I -+- (y — = O, 


dont la seconde et la troisième sont les équations prime et seconde de 
la première. De ces équations on tire tout de suite 

r~b = - i±*z, x - a = (i c= 

y y y 

comme plus haut (n°9). • • 
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Si l’on prenait l’équation à la parabole y = a -4- bx -y ex’, qui n’a 
aussi que trois constantes arbitraires, on aurait de même, pour la dé- 
termination de ces constantes regardées comme éléments d’un con- 
tact du second ordre, les équations 


y — a — bx — ex 1 

lesquelles donnent 


y' — b — aex == o, 


;=•!-, b=ÿ~ xy". 


*. a—y — jy 


y — ac = o , 


2 


Mais si l’on prenait l’équation à la parabole cubique 

- ' / - *• 

- - y — a *+• A® -+• c. r 1 -4- <^x’, * 

9 • ^ , , • , • * * ** . 

elle pourrait avoir un contact du troisième ordre, dont les éléments 
seraient a, b, c, d, et se détermineraient par les équations 


y — a — bx ex’ — dx‘ = o, 


y' — b — aex — îflr* ztz o, 


y" —, ac — 

6 dx == o , 

y” •— 6d — o; 

* 


. * < 

on aurait ainsi 

* . 

• ^ 

. < 
v" ■’ 

. d -L. , C — 

h 

-l„ * 

Y f „ i ‘ 


'2 2 

— Z xr -i — 1 

a = 

y — ay' -+■-£- 

' X»/- 

et ainsi de suite. 




12. Enfin, si l’on demande la courbe la plus simple qui aura avec 
une courbe proposée un contact d’un ordre quelconque m, prenant 
x et j pour l’abscisse et l’ordonnée de la proposée, p et q pour celles 
de la courbe cherchée, et regardant y comme fonction de x, q comme 
fonction de p, on fera , . 

i/+ ( '7'V+ ligàv* + 

. • • _ *» •* _ S * 

en prenant dans le second membre autant de termes qu’il y a d’unités 
dans m -+- î . 
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Car, en prenant les fonctions dérivées relativement à p, et faisant 
P = x, on aura q =y, q' =,y', = y”, etc -> jusqu’à q m =y m ; 

donc ces deux courbes auront, dans le point commun qui répond à 
p — x, les conditions nécessaires pour un contact de l’ordre m‘ tmr 

(n° 10). . . 

La courbe représentée par l’écjuation précédente, et qui est, comme 
l’on voit, du genre parabolique, aura ainsi, dans le point commun à 
la courbe proposée, le cours le plus approchant de celui de cette 
courbe, de manière qu’aucune autre courbe du même genre ne pourra 
passer entre ces deux, si elle n’est pas d’un degré plus haut. 

• . * * „ 

13. La théorie que noys venons de donner sur le contact des 

courbes n’est qu’.une suite de la théorie générale du développement 
des fonctions, exposée dans ja première partie. Mais nous avons vu 
(n os 29 et suivants, première partie) qu’il y a des cas particuliers où 
ce développement échappe à la forme générale, et que ces cas sont 
ceux où uue valeur donnée de x rend infinies les fonctions dérivées 
f'.r, r.c, etc. Alors le développement de ((x i) contiendra néces- 
sairement, pour cette valeur de x, d’autres puissances de i que les 
simples puissances de », /*, etc. , et l’analyse des n°" 5 et 4 se trouvera 
en défaut. Quoique ces exceptions ne portent aucune atteinte à la 
théorie générale, il est nécessaire, pour ne rien laisser à désirer, de 
voir comment elle doit être modifiée dans les cas particuliers dont il 
s'agit. » 

Supposons donc qu’en faisant x=rn, la fonction f (x -4- i), déve- 
loppée en une série ascendante de i, soit de la forme t 

• • c . A* * .J ■+•/««+•» 

f tu + A# -f - B/ -l- Ci -4“ • • » y 

fjty v, etc., étant toujours des nombres positifs. 

Je remarque d’abord que l'on peut trouver les coefficients A, B, 
G, etc., ainsi que les exposants A, /u, r, etc. , par une méthode sem- 
blable à celle du n° 3 de la première partie. On fera d'abord 


f (m -+- i) = fi n 


i P, 
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et l’on prendra pour i la plus haute puissance de i qui divisera 
f (m - 4 - i) — fin, après les réductions convenables, de manière que le 
quotient P ne devienne ni nul ni infini en faisant i — o. Lorsque 
m — o, l’exposant A pourra être négatif; dans tout autre cas, il sera 
évidemment toujours positif (*). On fera ensuite 

P = A + i“Q, 

A étant la valeur de P lorsque i = o, et l'on prendra pour i' la plus 
haute puissance positive de i, qui divisera P — A, de manière que le 
quotient Q ne devienne ni nul ni infini lorsque i — o. On continuera 
en supposant 

Q= B + i’R, 

B étant la valeur de Q lorsque i = o, et i la plus haute puissance 
positive de i qui divisera Q — B, en sorte que le quotient R ne soit ni 
nul ni infini lorsque * =o; et ainsi de suite. On aura, de cette manière, 

f (m -f- 1 ) = f/n + iP= f/« / A + i 

— 1/72 — / A. -f- l B ~f" l 1\ - — . . • . 

On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des méthodes 
plus courtes ou d’un calcul plus facile; mais la précédente a l’avantage 
de ne développer la série qu’autant que l’on veut, et de donner la 
valeur du reste. Nous n’aurons pas besoin, pour notre objet, de con- 
naître ces restes; il nous suffira de savoir qu’ils peuvent toujours s’ex- 
primer par des quantités de la forme que nous venons de trouver. 

Cela posé, considérons la courbe représentée par l’équation r = Cr, 
x étant l’abscisse, et r l’ordonnée; supposons qu'elle ait un point 


{*) Une inadvertance singulière a été commise ici par Lagrange. L’exposant À ne peut jamais 
être négatif, car le développement de f[m -f- / } ne peut contenir de puissances négatives de t 
que si f{ m ) est inlini; d'ailleurs Thypothèse de m ==o ne saurait constituer aucune particula- 
rité: on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi, par un déplacement de l'origine des 
coordonnées sur l’axe des abscisses. 

Je n’ai pas cru pouvoir me permettre la moindre altération au texte de l’illustre auteur, et 
j'ai laissé subsister la faute dans cette nouvelle édition. [J. -A. Serret .} 

3* éd, a4 
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commun avec une autre courbe dont l'ordonnée soit Fr, et que ce 
point réponde à l’abscisse ni, en sorte que l’on ait Fm = fm. Au delà 
de ce point, les ordonnées des deux courbes seront f (ni -+- i), 
F (m -j- i) pour une abscisse quelconque ni -P i ; et leur différence, 
que je désignerai par I), sera f (m -p i) — F (ni -P i). 

Développons la fonction F (ni -p i) comme la fonction f (ni -4- i), et 
soient 

, . p ,9 . r 

h (m -H *) = Fm -4- i p y p = a -h i q, q = fi -h i r, etc. , 

y, t, etc., étant des nombres positifs, et ®, |5 etc., étant les valeurs 
de p, q, etc., lorsque i = o; on aura d’abord, à cause de Fm = fm, 

D = / A — i <t -P i Q — i q. 

1 ,es deux premiers tenues du développement de f (ni -t- i) étant 
I ni -f- i A, et ceux du développement de F (m -t- t) étant Fm -t- / 
supposons qu’ils deviennent égaux, en sorte que l’on ait aussi p = A, 
et a. = A ; la première de ces deux conditions dépendra de la nature 
des fonctions désignées par f et F, mais la seconde pourra toujours 
être remplie comme la condition de Fm = fm par le moyen des con- 
stantes arbitraires a, b, c, etc., qui entreront dans la fonction Fr. On 
aura donc, dans ce cas, 

D = i Q — t q ; 

et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux 
courbes dont il s’agit, dans le même point qui répond à l’abscisse m, 
à moins que les deux premiers termes du développement de (p(m -p i), 
9.r étant l’ordonnée de cette autre courbe, ne soient aussi les mêmes 
que ceux du développement de f(m -p i). 

Car, s'ils sont différents, ils ne pourront passe détruire dans l’ex- 
pression de la différence A des deux ordonnées f (m -p i) et 9 (ni -p i), 
et l’on aura, en général, 

A = i A — t a -P t y — i q , 

à cause de <pm = fm par la condition supposée de la coïncidence des 
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courbes dans le point qui répond à .v—m. Cette expression de A 

étant comparée à celle D = i Q — i //, il est facile de voir qu’à 
cause que les exposants u, <r sont nécessairement positifs par la 
nature du développement, il sera toujours possible de prendre i assez 
petit pour que la valeur de A surpasse celle de D, abstraction laite 
îles signes, tant que l’on n’aura pas p — A et * = A, comme dans les 
deux premières courbes. Donc, dans tout autre cas, la troisième courbe 
passera nécessairement en dehors des deux autres. 

En poussant plus loin le développement des fonctions f (/« -+- # ) et 
F {m -h i), on prouvera , de la meme manière, que si les trois premiers 
termes du développement de ces fonctions sont les mêmes, aucune 
autre courbe ne pourra passer entre elles, à moins qu'elle n'ait aussi 
les mêmes termes communs avec celles-là ; et ainsi de suite. 

On pourra donc appeler aussi, comme dans le n" 10, contact du 
premier ordre, du second, etc. , le rapprochement de deux courbes 
pour lesquelles les deux premiers termes, ou les trois premiers, 
ou, etc., seront les mêmes dans les développements «les fonctions qui 
représentent les ordonnées. 

Ainsi, la courbe dont l’équation est r = f.r étant donnée, la courlie 
la plus simple qui aura avec elle un contact du premier ordre au point 
où x — m, sera représentée par l’équation 

y = {m -I- A (.r — ni) ; 

et celle qui aura un contact du second ordre le sera par 

y = f/n -+- A (æ — m )‘ Il (.r — m)' * ; 

et ainsi de suite. Car, en substituant m -f - i pour .r, on aura simplement 

lesdeux premiers termes fm-t- A/ ,oulestroispremiersf/n-t-A/ - 4 -IÎ 1 , 

ou, etc. , du développement de f(/n -f- i). Ces courbes auront donc 
aussi dans le même point le cours le plus approchant de celui de la 
courbe proposée, et pourront, par conséquent, servir à en faire con- 
naître les propriétés comme les points singuliers, les points de rebrous- 
sement. etc.; sur quoi voyez Y Analyse des lignes courbes de Cramer. 

a 4- 
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fi. Supposons maintenant que, dans l’équation y == fx de la 
courbe proposée, on substitue ’ à la place de x, et que l’on développe 

la fonction f ’ en une série ascendante de la forme 

I 

At - f- 13/ — f- Ci “f* • • • • 

Si l'on fait la même chose pour l’équation y = Fx d’une autre courbe, 
et que les premiers termes du développement de F ! soient les même* 

que ceux du développement de f 4 , on pourra prouver, par un raison- 
nement semblable à celui qui a été fait ci-dessus, que l’on pourra tou- 
jours prendre i assez petit pour qu’aucune autre courbe, représentée 
par l’équation >' = ipx, et dont la (onction q> ‘ développée de même en 
série ascendante n’aurait autant de termes identiques avec ceux de 
ces courbes, ne puisse passer entre ces mêmes courbes dans les 
points qui répondront à l'abscisse x = ' > et à toutes les abscisses 
plus grandes à l'infini, puisque dès que la condition qui peut empê- 
cher que cette courbe ne passe entre les deux autres aura lieu pour 
une certaine valeur de i, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes 
les valeurs de i plus petites. 

D’où l'on peut conclure que la courbe dont l'équation sera simple- 
ment 

y — Ax , ou y = Ax Bx * , ou etc., 

ira en s’approchant continuellement de la courbe proposée, à mesure 
que les abscisses x deviendront plus grandes, mais sans pouvoir 
jamais l’atteindre, de manière qu’elle parviendra à un terme passe 
lequel aucune autre courbe du même genre parabolique, ou hyperbo- 
lique, qui ne sera pas d'un degré plus haut, ne pourra passer entre 
les deux courbes. Cette seconde courbe sera donc une asymptote de 
la première, et cette idée «le l’asymptote me parait la plus simple et la 
plus générale que l'on en puisse donner, en même temps qu'elle est 
aussi la plus propre à caractériser la nature du rapprochement «pii 
constitue le vrai asymptotisnae. ’ 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

Problèmes directs et inverses sur le contact des courbes. Analyse des 
cas oit /’ on propose une relation entre les deux éléments du contact 
du premier ordre. De la courbe représentée par l’équation primi- 
tive singulière d'une équation du premier ordre. 


15. Les problèmes que l'on peut proposer sur les tangentes, les 
rayons de courbure, etc., et en général sur les contacts des courbes, 
sont de deux sortes: directs ou inverses. Les problèmes directs se ré- 
duisent toujours à trouver quelques-uns des éléments du contact d’un 
certain ordre , et comme ils ne dépendent que de l'analyse directe des 
fonctions, ils sont toujours résolubles analytiquement. Dans les pro- 
blèmes inverses, on suppose qu'il y a une relation donnée entre quel- 
ques-uns de ces éléments et les coordonnées x, y, avec les fonctions 
dérivées y', y", etc.; et cette relation, en y substituant les expressions 
générales des éléments en x, y, y \ y " , etc. , devient une équation dé- 
rivée d’un certain ordre, dont il faut trouver l'équation primitive pour 
avoir celle de la courbe cherchée en x et/. Ces problèmes conduisent 
donc immédiatement à des équations dérivées, et leur solution dé- 
pendant essentiellement de l’analyse inverse des fonctions, se trouve 
sujette à toutes les difficultés de cette analyse. 

11 y a cependant des cas où l’on peut les résoudre directement par 
des considérations particulières, qui méritent d’autant plus d'attention, 
qu’elles tiennent à des finesses d’analyse qu’il est intéressant de con- 
naître. 
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Ces cas sont ceux oii la relation donnée n’est qu’entre les éléments 
mêmes du contact, sans que les coordonnées ,r, y y entrent. 

Pour donner d’abord, par un exemple, ime idée de ces sortes de 
problèmes, supposons qu’on demande la courbe dont chaque tangente 
coupera deux ordonnées ( prolongées s’il est nécessaire) répondant aux 
abscisses données x = m et x = n, de manière que le produit des 
parties de ces ordoimées comprises entre la même tangente et l’axe des 
abscisses soit toujours constant et égal a K . 

Puisque l’équation à la tangente est (n° 6) 

q = a -+- bp, 

en faisant successivement p — m et p = n , on aura les deux valeurs 
de q, dont le produit devra être égal à K; on aura donc, entre les élé- 
ments du contact a et b, l’équation 


(a -+- mb) (a -4- nb ) = K . 

' Wn - M j ■ 

I ,a marche naturelle et directe serait donc de substituer, à la place de 
a et b, leurs valeurs y — xy' et y’ (numéro cite); on aurait alors cette 
équation du premier ordre 

[y -4- {m — .r) /] [ y (n — x) y' ] = K , 

dont il ne serait pas aisé de trouver l’équation primitive par les mé- 
thodes ordinaires. 

Mais si l’on prend les fonctions primes de cette équation, il vient 
celle-ci, 

0 ’ * t- 

[x#- (« — y'] ( m — x ) y" -+■ l y •+■ (*j — *) /] (» — x ) y" = °> 

dont tous les termes se trouvent multipliés par y" -, de sorte quelle 

peut se décomposer dans ces deux : 

* w,.;; ‘ + 

y*= o et [y-^ r (n—x)y , '\iim—J)-h[y^r{m—x)y , \{n — x) = o. 
- r - ijj* ^ . Z*? it -4* . “ ' 

La première, qui est du second ordre, donne sur-le-champ celle-ci du 

premier, • v ~ - & 

y' = A, 
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où A est une constante arbitraire; ainsi, parles principes établis dans 
le n“ 46 et suivants, de la première partie, on aura l’équation primi- 
tive complète de la proposée, en y substituant simplement cette valeur 
de y'. 

Cette équation sera donc de la forme 

[y — Ax -+- «A) (y — Ax -f- «A) = K ; 

savoir, en développant les termes 

(y — Ax)’ -+• (y — Ax) (m -4- n) A -4- mnA* — K = o; 

d'oii, en extrayant la racine, on tire 

y — A.r -+- B, 

en prenant pour B la racine, de l’équation 

B 5 -4- (m - 4 - n) AB mnA* — K = o; 

d’où l’on voit que l’on n’a de cette manière qu’une équation à la 
ligne droite. 

En effet, l’équation y" = o ayant donné y' = A, celle-ci donnera 
l'équation primitive 

y = Ax -4- B, 

A et B étant deux constantes arbitraires ; mais par la théorie des nu- 
méros cités ci-dessus, ces deux constantes ne peuvent pas être arbi- 
traires à la fois, car il faut que l’équation trouvée coïncide avec la 
proposée, pour une valeur de x; or, faisant x = o, 011 a 

y - B, / = A ; 

donc 011 aura entre A et B cette équation de condition 

(B -4- ni A) (B -4- «A) = K, 

qui est la même que celle que nous avons trouvée ci-dessus, pour la 
détermination de B en A . 
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Venons maintenant à l’autre équation qui n'est que du premier 
ordre ; celle-ci servira également à trouver une équation primitive de 
la proposée par l’élimination de y'. En effet, elle donne 

Y '— m— n)jr 

a(»i — x)(n — x ) 

valeur qui, étant substituée dans la proposée, la réduira à celle-ci, 
17 (m — ny 

équation à l’ellipse ou à l’hyperbole, suivant que K sera une quantité 

positive ou négative. L'axe focal sera m — n, le second axe a \Jdsz K , et 
les deux sommets seront aux points où x = m et où x — n. 

La propriété des tangentes qui nous a conduits à cette équation est 
démontrée dans la proposition XLI1* du troisième livre des Coniques 
d’Apollonius; mais l’analyse précédente a l’avantage de faire voir que 
cette propriété appartient uniquement aux sections coniques. 

16. Si l’on examine maintenant les deux solutions que l’on vient 
de trouver, il est facile de voir que la première ne donne que la ligne 
droite même que l’on a supposée tangente, en regardant les deux élé- 
ments n et b comme constants : car l'équation y = A.r + Bne dif- 
fère point de l’équation q z= a bp de cette tangente, l’équation 
entre les deux constantes A et B étant évidemment la même que celle 
que l’on a supposée entre les quantités b et a. 

En effet, il est visible que toute droite peut résoudre le problème, 
pourvu qu’il y ait entre ses deux constantes la relation donnée par 
les conditions du problème; et comme il reste une constante arbi- 
traire, il s’ensuit que l’équation de cette droite doit être l’équation 
primitive complète de l’équation du premier ordre donnée par le pro- 
blème. Donc, analytiquement parlant, le problème est résolu complè- 
tement par l'équation mèmey = a + bx, a et b étant deux constantes, 
dont l'une est arbitraire, et l’autre en dépend par l’équation 

(a -+■ rnb) (a -+■ nb) — K . 
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A l’égard de la seconde solution, comme elle ne contient point de 
.constante arbitraire, elle est à la rigueur moins générale que la pre- 
mière, et ne peut être qu’tin cas particulier de cellé-ci, ou bien une 
solution singulière provenant de la considération que nous avons dé- 
veloppée au n° 60 de la première partie. 

11 est d’abord jacile de se convaincre que cette dernière solution 
ne peut être un cas particulier de la première ; car il faudrait pour cela 
que l’équation y — a -+- bx de la première put satisfaire à l’équation 

r* -t- — — — ' r ) '' = o de la seconde, en déterminant convena- 

• • (m — n)* * , * 

blement sa constante arbitraire, et, par conséquent, qu’en éliminant 

>• de ces deux équations, la résultante ne contint plus que des con- 
, * 
stantes; ce qui h est pas. 

Elle ne peut donc être qu’une solution singulière ; et, en effet, nous 
avons vu (n“ ail), première partie) que le caractère de l’équation pri- 
mitive singulière de toute équation du premier ordre de la forme 
y' — F (x, y) est de rendre infinie la fonction F (y), c’est-à-dire la 
fonction prime de F (x,y) prise relativement à y seul. Or, l’équation 

de notre problème » 

• . » -, »• 

( y -+- (m — x)y r ) [ y -H (« — x) r ' I = Jv ,- 

. ^ - f f • 

étant mise sous la forme précédente, donne 

p/ , _ v(ax— m— /<)-hv4K(m— x)(n — — 

• v 

d'où l’on tire - ’ * 

• • * . « 

p/ , , (m — «)*•> — n) y ’4K {m — x)(n — x)+ (m — njS ’ , 

a(m — x) (h — ,r) y'4k(m — x) (n — n)’/’ • 


où l’on voit que F'(/l devient infini par l’équation - 

4K (rn — x) (n — x) -4- (m — «) a J a .== 6,. 
qui est celle de la seconde solution. 

17. En examinant la manière dont nous sommes parvenus à cette 
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solution, on verra qu’elle dépend de cette circonstance, que les fonc- 
tions primes de a et b regardés comme fonctions de æ, y, y' sont 
entre elles dans iin rapport qui ne contient pas lu fonction seconde ) "; 
en effet, ayant b = y' et a =y — xy' , on a 

b' = y* 'et a — — jçyf, « *. 

ce qui donne - - , * , 

a • 0 m * 

F* — j;; • 

*• • . 9 * • 

de sorte qu'en prenant la fonction prime de l’équation 

[a 4- ni b) (a 4 - «$) = K,, * 

et divisant par b', on a une équation qui est également du premier 
ordre, et le résultat de l'élimination de y' entre ces deux équations 
donne l'équation aux sections coniques trouvées pins haut. Or je 
considère que les quantités (l et h sont données par les équations 

KM) 

, y = a -h bj et y' = b. 

Vinsi f équation dont il s'agit est le résultat de l’élimination de «, b 
et y' entre -les équations 

,Y = a 4 - bx, y' = b , (a 4- Iiib) (a 4- nb) = K, 

et l' équation prime de cette dernière divisée par b'. On obtiendra 
donc aussi le même résultat, en éliminant d’abord une des deux quan- 
tités a ou // entre les deux équations 

y = a -K bx et (ô 4- mb) (a 4- nb) == K , 

x 

et ensuite éliminant l'autre par le moyen de l'équation résultante et de 
son équation prime prise en faisant varier cette dernière quantité. 
Vinsi , éliminant d’abord a, on a l'équation 

[ y 4* (m — .1) h | | y 4- (n — x) //] ’=Ê K'. * .J, £** .. 

* I • # / V . * VJ ‘1 y 

Prenant l’équation prime relativement à b, et divisant par b' . on a 

f 'y 4 - 7 m — n ) b | (« — ,r) 4 - (^--t- (n — .r) /»] \ m — .*) 4 = o; 
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d’où l'on tire 


b — (»*— m— «)j t 
• a(m — x)(n — or) 

valeur qui, substituée dans l’autre équation, donnera comme ci-dessus 
Inéquation 

"(ni — /*) i^"’ /j K \i n — .r) {ri — •*)>= o, 

« . • | * . * 

qui îentérme la seconde solution. * 

On peut encore considérer qlie l'équation (a -P tub) (« -t- h b) = K , 
qui contient la .relation entre net b. pans latjuellé -consiste la con- 
dition du problème, donne, paria résolution, à — {b, valeur (fui. 
étant substituée dans l'équation y = à bu , la réduit à celle-cf, 
y = fri -+- bx, qui ne contient plus que la constante arbitraire./», que 
l’on éliminera par l'équation prime prise relativement à b , savoir, 
f 'b -t- x o, ce qui donnera encore le même résultat Or, par ce que 
l'on a vu ci-dessus , l’équation ÿ ç= f b eH l'équation primitive 

complète de l'équation du premier ordre donnée par lu problème; doue 
l'équation résultante de ^élimination de,/» entre celle-ci et Inéquation 
f'b -4j.c = osera précisément l’équation.primitive singulière, d’après 
la théorie du n° GO de la première partie. 

D’un autre côté, comme l'équation r — t'b -t- bu est l'équation 
générale des tangente» dp l,u conrlie cherchée (n° là»), on en peut 
conclure que, pour avoir l’équation de cette courbe, il n'y a qu’à re- 
garder la constante arbitraire; /» «pii dificrentie les tangentes,, comme 
variable, et la déterminer par la condition (pie l équation prime rela- 
tive a cette seule variable ait lieu en meme temps. Et de là l’on voit 
aussi que l’équation primitive singulière (pie nous avons -trouvée pour 
l’équation du premier ordre donnée par le problème! n'est autre chose 
que Inéquation de la courbe formée par l’intersection continuelle des 
droites représentée# par l’équation primitive complète de la thème 
équation du premier ordre. 

18. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous 
allons la traiter d'une manière générale. Sort, comme dans le n“ 10, 
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F a, b) — o l’équation de la courbe du contact, que nous avons 
supposée ci-dessus une ligne droite, et soit <p (a, b) = o l’équation qui 
détermine la relation entre les deux éléments a et b, donnée par la 
nature du problème proposé; suivant la théorie donnée dans ce 
même numéro, il faudra déterminer a et h par les deux équations , 

F (x, y, ti, b) == o et F (x, .y, *«, />)'== o. 

< )r nous avons vu, dans la première partie (n° 46) , que si l'on élimine 
n et o dés trois équations 

Fv,/.«,A)=o, F (x, y, a, A)' = o et F (x, y,.«. b)" = 

on a une équation du secoud ordre entre x, y, >•' et > que nous dé- 
signerons par V — o, .et dont F (x, y, a, i) — o sera l'équation pri- 
mitive complète, u et b étant les constantes arbitraires; nous y avons 
vu aussi que si l’on élimiug a ou b des deux premières, les deux ré- 
sultantes seront des équations primitives du premier ordre de la même 
équation V = t>, et dont celle-ci sera le résultat, en prenant de 
nouveau les fonctions primes et éliminant la constante qui y était 
rester (n® 47). Donc, si de ces deux premières équations on tire 
les valeurs de n et b , que nous désignerons par P et Q, en sorte «pie 
l'on ait « = 1‘, b==Q, P et Q étant des fonctions de x, y et y'; 
qu'ensuite I on prenne les fonctions primes de ces équations, en y re- 
gardant toujours n et b comme constantes, on aura les équations du 
second ordre P' = o, (J' — o, qui devront coïncider avec l'équation 

V = o; de sorte que l’on aura nécessairement 

P' 2 MV, Q' — NV, 

M et N étant des fonctions de .r, y et y’ saus y"\ Car si, par exemple. 
.M contenait encore y*, alors l’équation P' = o donnerait, outre 

V = o, cette antre équation du second ordre, M = o, qui ne serait 
pas comprise dans la même équation V = o; ce qui ne se peut 

Substituant donc ces valeurs de n et b dans l'équation du problème 
f (a, b) = o, on aura 
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prenant ensuite l’équation prime, on aura 


PV(P) + QViQ) = a, 


‘97 


eu (Jénotaut par tp'( P) et <p'(Q) les fonctions primes de ipi P, Q) prises 
relativement à P et Q isolés; ilone, mettant pour P' et Q' les expres- 
sions ci-dessus, cette dèrnièce équation deviendra 

•■V|M^P)VNV(QH r p, V 

laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci : «„ 

V'= o et M®'(P) it- N®'(Q) ±=t>. ‘ ’ 

l-a première Y = o sera'du second ordre et aura pour equatio’n 
primitive Complète, 


K (.r, y, </, h) = o. 




f 
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P’ (.r, y, a, b)=o, F (*, r, «,&)'— d, ${a,b)= o et 

Or, en regardant a et b comme des fonctions de .r et 
a — P, b — Q , résultant des deux premières, donnent ces tli 
lions primes: 


c’est-à-dire l’équation même de la courbe du contact', dans laquelle 
une seule des deux constantes «et h sera arbitraire, l’autre étant dé- 
terminée par l’équation même du problème <p («, b) = o. 

L’autre équation Vlp'(P) -t- NV(Q) E o‘ ne sera que du premier 
«ordre et sans constante arbitraire; mais, étant combinée avec l’équa- 
tion ®(P,Q) = o, elle donnera, par l'élimination de y' , une équation 
entre .r et r qui sera l'équation primitive singulière de cette dernière 

?(P,Q) = o. 

Cette équation sera donc le résultat de l'élimination des 
b et p' entre les quatre équations 


JTÇr* 
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de sorte que la dernière équation se réduira à celle-ci : 

*vN- é -m 


O, 


tir 


Li •"/ ' 

Mry . . . j 
r s ■*— T < VJ 


< 1 1 1 1 n’est autre chose que l'éqiiation prime île 0 11/, h) = o, divisée 
par a . D'un autre côté, dahs la supposition dt^o et b variables il est 
évident que la fonction jîrinie de F (x, r, a, b ) n’est pas simplement 
F (x, -y, a, b)'*, mais qy’il y finit ajouter les termes dus à la variation 
dé « et b, qui sont . a' F’(«) -t- b ’ F’(&) , en désignant par F '(o) et 
F'(/>) les fonctions primes de F (x, r, a, b) prises relativement à a et 
à b regardés comme seules vnriahles. Donc, prenant les fonctions 
primes de l’équation F (.r, v, «, b ) ±= 0 , on aura 

F.(.r, y, n, ô) ,-+- -f- b’Ÿ\b) = o; « . •*" « * 

mais on a déjii l’équation ^ 

F (x, jr, a, b\ = o: » 

on aura donc nécessairement dans la supposition de a et b variables, 
l'équation t * 

o'F>) 2 )- //l-Vi = o, 

d’oii l'on tire ' " ♦ 

' » . , • • b F (<r 0 • • \ • ' > . 

. - , ■ - “ 
c’est la valeur de ^ , que I on peut trouver directement de cette ma- 
nière, et que l’on voit clairement ne pouvoir être une fonction du 
premier ordre, puisqu’elle ne contient que les quantités j\y et a , b. 
Donc, l’équation dont il s’agit sera, en dernière analyse, le résultat 

î? ; b'. « ' . 

de l’élimination de a, b, et — , entre les quatre équations 

* 

F(.r, y, «, b) = o <p f«, b) = o: 

b' 

<p\à)->r —,<t>\b) =Q> 


A 


F'(a)-t-^F’(ô)=o, 


dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux premières, 
prises relativement à a et/>, et divisées par o'; l’équation F(x, y, a,b)=o 


i-. Jv s * *'■ -i 


4 * 

*-■ 


.1 




■''Z' 

t ri. 
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11 est plus nécessaire ici, et se trouve remplacée par l’équatiou 
P'f„) ^4 f» = < 0 , qui en est une suite. Donc, si l’on réduit 

d abord les deux premières en une seiile par l'élimination de //, il ne 
s agira plus que de prendre l'équation prime de celle-ci relativement 
à a seul, et d’éliminer eiîsuite a par lè moyen de ces* deux: le résultat 
sera nécessairement le même qti auparavant. 

Si donc 011 tire de l'équation <p (a, bf— ordonnée par les condi- 
tions dû problème entre les éléments du contact a, b , hrvaleur de b 
en a y, et que l’on suppose b = •>£«*( 4 Çtaut aussi la caractéristique 
d une fonction , que l’on substitue cette valeur dans l'équation 
, F (x\ y, a'yb) =='o de la courlie du contact, qu'emmiteTon prenne la 
fonction prime de F (x, j, «, ■J.a), relativement à n^seul, fonction que 
nous désignerons par n'F'(a, -xj-ft),. «’ étant la fonction prime de a 
regardé comme fonction de^x, on aura ces deux équations 

F «v4 a ' = « - et F'(a, -Ja) =* o, 


%y\ j 




d’où il faudra éliminer a;. et il est visible que le résultat. ne sera autre 


chose que l’équation primitive'*singulière de l’équation du premier . 


.'v - * 


ordre, dont F (x, r, «, 4 a ) — ° sero l’équation primitive complète 
(n“ 60, première partie). 


** x 


La courbe représentée par cette équation singulière sera propre- . * *V **»*?* * 


v-î: 


ment celle qui résout le problème, et qui aura la propriété d’être tou- 
cliéedans chaque point p'âfr «ne des courbes représentées par l'équation . î* . 

• « • j» • •**?•*' > 

F te,' >, a, 4«) — o, • ; y ; 


» 


« étant constant pour la même courbe, mais variable d’une courbe à 
l’autre. 


** 1 


*» . . 
.• ï >■ 

‘ ■ x >: 


19. f«i manière dont nous sommes parvenus à cette dernière; solu- 
tion est la plus directe, analytiquement parlant ; mais on y peut parve- 
nir plus simplement par la considération suivante. Puisque le problème ’\ -• * \ 

consiste a trouver la courbe qui aura, dans cliaque point, un contact . t S^Ê" É * 
du premier ordre avec la courbe représentée par l’équation ’ • . 

L- / I \ «J»'."' t 

r (x, y, a, 4 «) = o, * >" r - '*■ I 
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o étant un paramètre indéterminé,' il s’ensuit (n" 10) que l’équation 
de la courbe cherchée doit donner pour y et pour y' des fonctions 
de x de la même fonne que cejles qui résultent des équations 

F (.r, y; a, -Ja) =: o et F {x, y, a, 4 Û )' =? °> 

.• « . 
en désignant par F (x,y, a;‘^a)' la fonction prime de F (x,ys «, 4") 
relative à f et y. Or, a étant une quantité indéterminée, on peut la 
supposer telle que la courbe cherchée soit représentée par ,1a même 
équation 

F (1, y, a, 4«) = o, » 

pourvu que l’équation prime de celle-ci soit aussi de la même forme * 

F (x, y,a,'4a)'== o. 

• ' * * «' * - fc ■* ; 

Mais si a est une. quantité variable, la fonction prime complète de 
F fr, y, a, 4«) *era, comme nous l’avons vu ci-dessus, 

F'(.r,y,fi,4a)'-ha'F , (a,4a)- 


Donc la condition dont il s’agit sera remplie si I on détermine a par 
l’équation 

F-' (a, 4a) =^,o; . 



S», / ** 

• -f«\ >*; -v* * 

:> ce rpii donnera la dernière solution que nous venons de trouver 

'• * Imite ('quation entre x , y et un paramètre indéterminé a, que nouS 

■ •• dénoterons, pour plus de simplicité, par f(jr, y, a) = o, représente, 

j., ^ ' » -, * en donnant successivement à a toutes les valeurs possibles, nue famille 

i- ‘ / • - ’ d une infinité de courbes <pii varient de Ibrme ou de position, ou de 

une et de l’autre à la fois, à raison des variations du paramètre: et 
" y’» ; . .**■ * si I on élimine ce paramètre par le moyen des fonctions primes, Ije- 

'.#**’ • , y quation résultante du premier ordre appartiendra à toute cette famille 

\ V *■ À* ’ de courbes; elle appartiendra <lonc aussi à la courbe formée par toutes 

ces courbes, et qui les enveloppera,' ayant avec chacune d'elles un 
js • . •« t. -?[. contact du premier ordre. La même équation f(x, v, a) = o, ainsi 

4 ' ' : .Æ . V que son équation prime f {x, y. a)' = o, prise relativement à x et y 
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seuls, devront donc avoir lieu aussi pour cliaque point de cette courbe 
enveloppante, en regardant le paramètre a comme une quantité 
variable. Or, dans cette hypothèse, la fonction prime complète de 
f(.r, y, a) est f (x, y, a)' -+- a'f'(a), en dénotant par ('(a) la fonction 
prime de f (x, y, à) prise relativement à a seul, et par «' la fonction 
prime de a, regardée comme une fonction quelconque de a - ; donc il 
faudra que la valeur de a soit telle, que l’on ait f'(a) = o / ce qui 
donnera l’équation primitive singulière de l’équation du premier ordre 
qui répond à l’équation 

f( x » y, a) = o, 

dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire (n u 0(1, 
première partie). 

D’où l’on peut conclure, en général, que l’équation primitive sin- 
gulière d’une équation du premier ordre représente toujours la courbe 
enveloppante de toutes les courbes qui peuvent être représentées par 
son équation primitive complète, en donnant à la constante arbitraire 
toutes les valeurs possibles. 



3 ' éd. 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 

Des contacts du second ordre. Théorie et construction des équations 
primitives singulières dans les ordres supérieurs. Exemple conte- 
nant la théorie analytique des dévclotwées . 


pV . y “* r 1 '' TUHsv jT f, _ 

20. Considérons maintenant les contacts du second ordre, et, pre- 
nant F (x, y, a, b, c) = o pour l’équation de la courbe du contact, 
supposons qu'il y ait entre les trois éléments a, b, c la relation donnée 
par l'équation <p(a, b, c) = o. Comme les valeurs de ces éléments 
doivent se tirer des trois équations (n° 10) 

F(æ, y, a, b, c) = o, F(x, y, a, b, c)’ = o, F(.r,j, a, b , c)*= o, 
si l’on désigne ces valeurs par P, Q , Il , l’équation du problème sera 

P(P, Q, R) =o, 

que I on voit être du second ordre. Les trois équations a = P, b — Q , 
c = R donneront, en prenant les fonctions primes dans la supposition 
de a, b. c constantes, la même équation V = o du troisième ordre, qui 
sera le résultat de l’élimination de a, b, c, au moyen des trois équa- 
tions précédentes, combinées avec l'équation tierce (n° 46, première 
partie) 

I 1 (x, y, a y b) c) — - o, 
par conséquent, on aura nécessairement 

P'=MV, Q'=NV, R'=LV, 
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M, N, L étant des fonctions de x, y, y' et y" sans y m ; de sorte qu'en 
prenant les fonctions primes de 1 équation <p (P,Q, R) = 0 , on aura 

PV(P)H-QV(Q)-+-RV(R) =0 ; \ 

savoir : 

V [Mp'(P) -(- N(p'(Q) -t- L<p'(R)] =o, 

t , # é -*#•«. 41 

équation qui se partage naturellement dans ces deux-ci, 

V = o et M<p'( P) -+- N?' (Q) -+- Lp'(R ) = 0 , 

ilont la première est du troisième ordre, et dont la seconde n’est que 
du second. 

I. équation V = o a, comme nous l’avons déjà vu, pour équation 
primitive complète l’équation même 

P (^,J,a,è,c) = o 

de la courbe du contact, dans laquelle a, b, c sont les trois constantes 
arbitraires; mais, comme l’équation du problème <p (P, Q, R)— 0 n'est 
que du second ordre, il doit y avoir une relation entre ces trois con- 
stantes, qui les réduise à deux arbitraires; et cette relation est donnée 
par I équation ip(a,b,c) = o qui résulte de la précédente, en substi- 
tuant les valeurs de P, Q, R, tirées des équations a = P, b = O, 
c = R. 

I. autre équation étant du second ordre, on pourra, par son moyen, 
éliminer la fonction y" de l’équation <p ( P, Q , R) = o, et la résultante 
sera une équation primitive de celle-ci du premier ordre, mais qui ne 
contiendra point de constante arbitraire. Cette équation sera donc le 
résultat de l'élimination des quantités a, b, c et y \ au moyen des 
équations 

F(x,y,a,b,c) = o, F (x,y, a, b, c)’ = o, F (x,y, a, b, c)'=oj 
<P (o, b, c) = o et 

Or, en regardant a, b, c comme des fonctions de x, la fonction 

a6. 
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prime de F (x, >•, a, b, c) sera » 

F (x, y, a, b, c)' -x a' F '(a) -h b' F '(b) -+- c'F'(c), 

en dénotant simplement par F' (a), F '(b ) , F'(e) les fonctions primes de 
F (x,/, a i b, c) prises relativement à a, b, c, regardées comme seules 
variables ; donc les deux équations 

F (x, y, «, b,c) = o et F (x, /, a, b, c)' = o 

emporteront celle-ci: 

a' F '(a) -|- b'F'(b) ■+■ c'F'(c) = o. 

De plus, la fonction prime de F (x, j, a, b, casera, par la même raison, 

F (x, j, a, b, c)"-+- a'F'(a)' b'F'(b)' -+- c'F'(c)', 

en dénotant de même par F '(a)', F '(&)', F'(r)' les fonctions primes de 
F'(x, Xt a i b , c)', prises relativement à a, b, c, regardées comme seules 
variables; et comme, dans la formation de ces fonctions dérivées, on 
regarde les quantités a, b, c comme indépendantes de x et x* Ü est 
aisé de prouver, par les principes établis dans la première partie 
(n° 74), que les fonctions F'(a)', F'(/>)', F '(<■)' seront la même chose 
que les fonctions primes des fonctions F '(a), F '(b), F'(c), prises rela- 
tivement à x et Donc les deux équations 

F (x, x, a , b, <•)' = o et F (x, j, a, b, c)" = o 

emporteront encore nécessairement cette autre-ci : 

a'F'(a)'-l- b'F'(b)' -+- c'F'(c)' = o. 

Si donc on combine les deux équations 

F» + ^F'(i) + î:F'(c)=o, 

F>)'+ £ F ■?*>)'= o, 
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avec l'équation 

<P\ a ) ■+■ y <P'i b ) -+■ ^ <P'( C ).= 

qui résulte de q> (a, b, c) = o, en prenant les fonctions primes, on aura, 
par l’élimination des quantités et une équation en a, b , à et a-, 

y, y' sans y ", laquelle sera équivalente à celle que l’on aurait déduite 
des deux équations 

F ( x , y, a, b, e)" = o et M<p'(«) -+- Ni p'(b) -f- Lip'(c) = o, 

par l’élimination de y". Ainsi, il n’y aura plus qu’à en éliminer «, b , <• 
au moyen des équations 

F(x,/, a, ?>, c) = o, F{x,y,a,b,c)'=o et <p(a,b, c) = o, 

et le résultat final sera la même équation primitive du premier ordre 
de l’équation 

• (P, Q, R) = o, 

laquelle ne contenant point, par sa nature, de constantes arbitraires, 
ne pourra être qu’une équation primitive singulière. 

En effet, si pour simplifier la solution on commence par tirer fa 
valeur c de l’équation ç (a, b, c) = o, et qu’on la représente par 

4 (a, b), alors la solution se réduira à éliminer a, b et ^ entre les 
deux équations 

F [x, y, a , b, 4 («, *)] = o, F [a-, y, a , b, 4 (a, b)\ = o, 

et les deux équations primes de celles-ci, prises relativement à a et 0 
seuls et divisées par a, procédé analogue à celui du n° 18. 

21. En général, si l’on a une équation en r , y et deux constantes 
arbitraires a et b, que nous représenterons par f (.r, y, a, b) = o; 
en éliminant ces deux constantes par le moyen des deux équations 
dérivées f (x, y, a, b)'= o et f (x, y, a, b)" — o, on aura une équa- 
tion du second ordre V = o, qui appartiendra à toutes les courbes 
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représentées par l’équation 


f(.r, 7 , a, b) = o, 


en donnant à n et b des valeurs quelconques, et dont, par conséquent, 
celle-ci sera l'équation primitive complète. 

Donc elle appartiendra aussi à la courbe, ou aux courbes formées 
par toutes ces courbes, et qui les envelopperont de manière qu elles 
aient avec chacune d’elles un contact du second ordre, c’est-a-dire 
dans lequel les y, y' et y" soient les mêmes. .Mais les quantités a et b 
étant constantes dans chaque courbe enveloppée, et variables dans les 
courbes enveloppantes, pour que les y, y' et y" soient les mêmes dans 
les deux hypothèses, il faudra que les équations d’où elles dépendent 
soient aussi les mêmes. Or, dans la supposition de a et b variables, 
l'équation f ( x,y , a, b) = o donne l'équation prime 

f (x, r, «, Vf -+- n'f'(a) 4- b'f'(b) = o; ■ ' 

donc, pour que cette équation se réduise à 

f (•*>/» «,/>)'= o, 

comme dans le cas de a et b constantes, il liiudra que l’on ait 

B'n«)+ bT(b) =o. 

De la même manière, l’équation f {x,y, a, b)' = o donne, dans le cas 
de a et b variables, cette équation dérivée 

f (x,jr, a, b)" -h a'('(a)'-±- b'\\b)' = o, 

laquelle ne peut se réduire à f (.r, y, a, b)" = o, comme dans le cas de 
a et b constantes, qu’en supposant 

flï>/+t'fW=0. 


Ayant ainsi les quatre équations 

f (æ, y, a, b) = o, f (.r, y, a, b)' = o, 

n«>+ £»'(*) = o et l>)'+îfW = o, 

w’ * - \ **• 
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; 

il n’y aura qu’à éliminer a, b et et l’on aura une équation du pre- 
mier ordre entre x, y et y', qui sera celle des courbes enveloppantes, 
et qui sera en même temps l’équation primitive singulière de la même 
équation V = o. 

On voit par là comment la théorie des équations primitives singu- 
lières peut s’étendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On 
voit en même temps que ces équations représentent toujours des 
courbes enveloppantes, et qui ont des contacts d’un ordre donné 
avec les courbes enveloppées, représentées par les équations primi- 
tives complètes, dans lesquelles les constantes arbitraires varient d’une 
courbe à l'autre. Ceci peut servir de supplément et de complément 
à la théorie des équations primitives exposée dans la première partie 
(n° 60). 

Au reste, de même que les quatre équations ci-dessus 

f (•*> X> a, b) = o, f (x, y, a, b)' = o, 

{'(a) +■ J f» = o, 1»'+ K nb)' = o, 

donnent, par l’élimination de a, b et^r> une équation du premier 
ordre en æ, y et y', ces équations donneront également, par l’élimi- 
nation de ces trois dernières quantités, une équation en n, b et . 

qui renfermera les relations que doivent avoir entre elles les deux 
variables a et b; d’où l’on voit que ces quantités, qui sont indépen- 
dantes entre elles dans chacune des courbes enveloppées, ne le sont 
plus lorsqu’elles se rapportent à la courbe enveloppante. On trouvera 
des résultats semblables pour les équations et les courbes des ordres 
supérieurs. 

22. Supposons que l’on demande la courbe qui aura dans chacun 
de ses points un contact du second ordre avec un cercle représenté 
|»ar l’équation 


(•* _ «)* + (y — b ) 1 = c», 
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et dont les éléments du contact a , b , c aient entre eux la relation dé- 
terminée par l’équation 

p(a, b, c) — o. . • •' 

r.a marche naturelle pour résoudre ce problème serait de substituer 
dans cette équation les valeurs des éléments a, b , c trouvées plus haut 
( n ° II) , ce qui donnerait une équation du second ordre, d’où il fau- 
drait remonter à l’équation primitive. 

Mais, sans chercher cette équation du second ordre, on peut d’abord 
conclure de ce que nous venons de démontrer, que l’on aura son équa- 
tion primitive complète, en supposant les quantités a, b , c constantes, 
ce qui redonnera la même équation au cercle. On en conclura ensuite 
que la même équation admettra aussi une équation primitive singu- 
lière du premier ordre, qu’on obtiendra en faisant varier les quantités 
n, b, c, de manière que les équations primes et secondes de l’équation 
au cercle soient les mêmes que si ces quantités étaient regardées comme 
constantes; et que cette équation primitive représentera alors la courbe 
ou les courbes formées par la réunion de tous les cercles représentés 
par la meme équation, c’est-à-dire qui envelopperont ou embrasse- 
ront tous ces cercles. 

Cette équation sera donc, par les principes établis ci-dessus, le ré- 

b' c' 

sultat de l'élimination des quantités a, b, c et ^7* entre les trois 
équations 

(.r — x — n-hy\y — b) =0, <p(a,b,c)=o, 

et les équations primes de celles-ci, prises relativement aux seules va- 
riables a, b, c, savoir: 

x — a+K (/ — M-^/==o, 

<P( a ) ■+■ (b) -4- -, tp'(c) = o. 

Mais, comme cette équation en x et y pourrait se présenter sous une 
forme assez compliquée, il sera plus simple de chercher à déterminer 
les valeurs mêmes de x et y par une troisième variable. 
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Pour cela, on éliminera d’abord y r au moyen des deux équations 


* + -.r =o; 


x — a -+- y' (y — b) — o et 
on aura celle-ci. 

• * ' a'(r -b) 

x — a — - = o , 

qui , étant combinée avec la première . ‘ 

(x — a ) 1 -+- (y — b)' — c\ ; 
donnera snr-le-champ 

ca , * . cb' . • 

x — a ■+■ - , -fr. i . • y = b -7===-=-- 

De plus, si l’on substitue ces mêmes valeurs de .r et y dans P équa- 


tion 


on aura celle-ci , 


b' . . . ce' 

X — a-h^r(y — b) = -rr »' 


v'a’W’, 


laquelle, étant combinée avec l’équation p (a, b, c) — o donnée par le 
problème, servira à déterminer deux des trois variables a, b, c par la 
troisième, moyennant quoi, les valeurs de x et y seront aussi exprimées 
par cette seule variable. 


23. Comme les quantités a et b sont les coordonnées de la courbe 
qui est le lieu de tous les centres des cercles osculateurs (n° fl), si l'on 
suppose cette courbe donnée, 00 aura une équation entre a et b. par 
laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc b = pa, on aura 

’ o — a p a, 

et de là 

c' = «'y/i -t- (<p 7 a) s ; • 

\ • m 

ainsi, en désignant par A la fonction primitive de a^i -+- ($'«)% 
3 * M. »7 , 
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on aura 

c — A “4“ h , 

h étant une constante arbitraire; ces valeurs de b et c étant substituées 
dans les expressions de .r, y, on aura la courbe cherchée. 

Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des 
centres, l’équation c' ■= sjn ' 7 -f- b' 7 fait voir que le rayon c est égal 
à l’arc de cette' courbe (voyez ci-après le n° 29); de sorte que si l’on 
nomme s cet arc, on aura * 

c = s -f- h. 


Nous remarquerons, de plus, que le rayon c sera nécessairement 
tangent à la même courbe; car l'angle que la tangente de cette courbe 

lait avec l’axe a pour tangente la quantité — (n® 7), et comme le 

■ 

rayon du cercle osculateur est perpendiculaire à la eourbe dont les 
coordonnées sont ,r et y (n° 8), la tangente de l’angle qu’il fait avec 

l’axé sera = — (n° 7) = — en vertu de l’équation 1 = o, 

et par conséquent la même que celle de la tangente à la courbe. 

Mais, quoique cette propriété soit démontrée de cette manière, il 
est bon de faire voir qu’elle est une conséquence nécessaire de l'analyse 
employée dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons 
les deux premières équations 

(x — a ) 7 (y — b ) 7 — c 7 et x — a + y'( y — b) = o. 


lesquelles donnent 


n = x — et 


b =.r -+- - r ^=~, » 

vr-t-.r * 


et nous observerons que ces expressions de a et b peuvent représenter 
à la fois les coordonnées de la perpendiculaire à la eourbe dont x et y 
sont les coordonnées, en regardant a: et y comme constantes, etc 
comme une variable, ainsi qu’on l’a vu dans le n°8, et les coordonnées 
de la courbe des centres, en regardant x et y comme variables, et c 
comme donuée en .v et y (n° 9). 
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Donc la perpendiculaire dont il s’agit sera tangente de cette dernière 
courbe, si la l'onction prime de b, regardée comme fonction de a , est 
la même pour la droite et pour la courbe (n° 10 ); ou, en général, si 
les valeurs de a et de b', regardées comme fonctions d’une troisième 
variable, sont les mêmes, et par conséquent aussi, si les valeurs de 

et * sont les mêmes, soit que les quantités x et y soient traitées 

comme variables ou- non, c'est-à-dire si dans ces valeurs les parties 
dépendantes des variations de ,r et y sont nulles; or, c’est ce qui a 
lieu en effet, comme on le voit par les équations du numéro précédent, 

a' (x — a) 4- b' ( y — b) == cc' et a'. - 4 - b' y' — o, 

qui servent à la détermination de et de , et qui sont les équations 
primes de 

(x — a) 2 -h (y — b ) 1 — c 2 . et x — a H -y' (y — b) — o, 

en y traitant x et y comme constantes, et a , b comme seules variables. 

Donc, puisque le rayon oscillateur d'une courbe est partout tan- 
gent à la courbe des centres, et est en. même temps égal à l'arc de 
cette courbe, il s'ensuit qu’il peut être pris pour ce même arc étendu 
en ligne droite, et qu'aiusi toute courbe, peut être regardée comme 
lormée par le développement de celle qui est le lieu des centres des 
cercles oscillateurs. C'est en quoi consiste la théorie des développées 
d'Iluygens, qui n'avait été démontrée que par îles considérations 
géométriques. I. 'analyse précédente fournit en même temps l’explica- 
tion d’un paradoxe qui se présente lorsqu’on cherche, par les for- 
mules connues, la courbe formée par le développement d’une courbe 
donnée. 

Si l’on substitué dans l’équation de cette courbe les expressions 
de ses coordonnées a et b en x, y, y' et y" , on a évidemment une 
équation du second ordre, d’où il parait s’ensuivre que l'équation en 
x et y de la courbe cherchée devrait contenir deux constantes arbi- 
traires, tandis que lu génération de cette courbe, par le développe- 

» 7 - 
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ment de la courbe donnée, n’admet qu’une seule exinstante arbitraire 
dépendant du point où commence le développement. 

La raison de cette différence consiste, comme nous venons de le 
démontrer, en ee que l’équation de la courbe engendrée par le déve- 
loppement est proprement l'équation primitive complète d’une équa- 
tion du premier ordre, qui n’est elle-même que l’équation primitive 
singulière de l’équation du second ordre, donnée par les conditions 
du problème, et qui, par sa nature, ne peut point avoir de constante 
arbitraire; de sorte qu’il ne peut y avoir qu’une constante arbitraire, 
à raison de la première équation primitive. 
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CHAPITRE CINQUIÈME. 


Des plus grandes et des moindres valeurs des fonctions' d’une 
* - variable. • 


24. 11 y a un genre de questions qui, quoique indépendantes de 
la considération des tangentes, peuvent néanmoins s'y rapporter. Ce 
sont celles qu'on appelle de nuu irnis et rninirnis, et .qui consistent à 
trouver pour une fonction donnée d’une variable, Ja valeur de cette 
variable qui rend celle de la fonction la plus grande ou la plus petite. 
Comme les courbes ne sont que la représentation ou le tableau de- 
toutes fes valeurs de la fonction de l’abscisse, représentée par l’or- 
donnée, il est visible que la question de trouver la plus grande ou 
la plus petite valeur d’une fonction donnée d’uné variable revient 
à déterminer la plds grande qu la plus petite ordonnée de la courbe 
dont cette variable serait l’abscisse, et. la (onction donnée serait l'or- 
donnée. • • f • w * ' 

Or - l’inspection seule de la courbe suffit pour faire voir que ces 
ordonnées ne peuvent être que celles qui répondent aux points dolit 
les tangentes seront parallèles, à l’axe des abscisses. Si 1» eourlie est 
convexe à l’axe, T ordonnée sera alors évidemment un minimum ; et si 
la eburbe est concave, l’ordonnée est un maximum. 

Nous avons vu (n® 7) que la tangente de l’angle que la tangente 
d’une coorbe fait avec l’axe est exprimée, en général, par y’, y étant 
l’ordonnée que l’on suppose fonction de l’abscisse x; donc, pour que 
cette tangente devienne parallèle à l’axe, il faut que l’on ait y' s= o; 
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or, si l'on fait y' = o dans les expressions des coordonnées a et b 
(n°9), qui déterminent le lien du centre du cercle oscillateur, on a 

J % 

• • « . * * 
a=zx, u b — y ->!- y,; 

d'oii I on voit que si y" est une quantité positive, ce centre tombera 
au delà de la courbe, qui sera, par conséquent, convexe vers l’axe ; 
et que si y'' est une quantité négative, le même centre tombera en 
deçà de la courbe, c’est-à-dire du côté de l'axe, et que, par consé- 
quent, la courbe sera alors concave vers l’axe. Donc la fonction y 
sera un maximum ou un minimum, lorsque sa fonction prime y' sera 
nulle; et, en particulier, elle sera un minimum lorsque la fonction 
seconde y" sera en même temps une quantité positive, et un maximum 
lorsque y” sera une quantité négative: c’est en quoi consiste la mé- 
thode connue de maxirnis et minimis. 

*2o. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette méthode 
peut se déduire directement de l'analyse des fonctions, sans la consi- 
dération intermédiaire des courbes. . , 

Soit fa - la fonction de x, dont on demande le maximum ou le mi- 
nimum: Soit a la valeur de x qui répond au maximum ou an mini- 
mum; il faudra que la valeur de-fo soit toujours plus grande ou tou- 
jours moindre que la valeur de f (n -y- /), quelle que soit la quantité i , 
positive ou négative, et quelque petite qu’elle puisse être. Je dis 
quelque petite que la quantité i puisse être, car une quantité est cen- 
sée devenir un maximum ou un minimum, lorsqu’elle parvient au 
terme de son accroissement ou de sa diminution, de manière qu'en 
deçà et au delà de 6e terme, elle se trouve moindre dans le cas du 
maximum, ou plus grande dans le cas do minimum, que dans le même 
terme. Concevons x à la place de a, la condition du maximum sera 

. , * * t • • * 

f (.r -h *) < f,r ou f (x -h i) fx < o, 

et celle du minimum sera 

f (.r -t- i) > fx ou f (x - 4 - i) — fx > o, 

quelque petit que soit i, positif ou négatif. 
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Développons la fonction f(x-t-i) en série, par nos formules 
(n“ 40, première partie), et arrêtons-nous d’abord aux deux premiers 
termes, on aura ainsi 

f (x -+- i) = fx iî'.c - 4 - f " (x -+-y) , 

j étant une quantité renfermée entre les limites o et i. Il faudra donc 
que l’on ait if'.t -+- * f w (x +j) < o pour le maximum, et > o pour 
le minimum - 

Or nous avons déjà vu pi“ 3) que l’on peut prendre i assez petit 
pour que la valeur absolue du terme iVx soit plus grande que celle 

du terme — f'"(x -+- j), ce qui, étant vrai pour une valeur de i, aura 
lieu aussi pour toutes les valeurs de i plus petites; donc la. quantité 
tf'x ■+■ — f*(x j) deviendra alors positive ou négative, suivant que 

la quantité /f'x le sera; mais celle-ci change de signe avec ja quan- 
tité i; donc il sera impossible que la condition du maximum ou du 
minimum ait lieu, à' moins que l’on n’ait f'x = o. 

Prenons maintenant dans le développement de f(x -f- i) un -terme 
de plus, nous aurons 

* « » ' * P - 

, f (x -h i) — fx -t- if'x -+- — f*x - 4 - f w (x — t— y ) » 

* i» 

donCjàcause de f'x=o, il faudra que l’onait -f x + ^-jf w (x-4-y)<o 
pour le maximum, et >o pour le minimum. On peut aussi prendre / 
assez petit pour que la valeur absolue du terme -- f ff x soit plus grande 

que celle de f'"(x -4-/) ; alors la quantité 

• * 1 . •* -* “ ,’ 

**(x+y); ‘ • ' 

sera positive ou négative, suivant que celle de - f"x le sera. Donc, 
puisque la valeur de i* est toujours positive, il faudra, pour le 


Digitized by Google 



2l6 . THÉORIE DES FONCTIONS. 

• ' * * , 

maximum, que l'on ait Px < o, et que, pour le minimum, l'on ait 

rx> o. 

a Si l’on fait ("x = o, alors reprenant le développement de f'(ur — f- i), 
et employant un terme de plus, pu aurait 

f(x -f- ») — f.c -+- it'x ■+■ - t".r. 4 - ^3 f** •+* a3 ,f V 

' *'"■* v r\+ ■. ,* • 4 --x J 4 > 

doue, puisqu'on suppose fx = o et f"x = o, on aurait, pour le 
maximum, la condition ' 

Ijjkr'? , ’ Y’ y ' *? ^ ^ • 

. • il fijr i , yy o^â^**^* * j ’’ •" ‘ 

•.<ÿ •*' y '•/ •,«- - >■ 

. et pouf le minimum, la condition opposée.’ Or on petit prendre i assez 

• ^ ^ 

petit pour que la valeur absolue du tenue — f”x surpasse celle du 

Itàrt fa ^Vi, . 

• . . * V. ^ • • ' $*' . 

‘t . • ' j •• «• T IVVf 

vi _ âaS ' , * . ' • i 

» * ; 5 c ■ 

« - 4 * ~ *+• >.*% *, */• y» t •* , * 

sera positive ou négfitrve suivant celle de ^ F" .VJ mais celle-ci change 

. # * t' ',■'** s ' f , I 0 "¥ * 

de signe avec la quantité i : donc il sera impossible que la condition du 
maximum ou du minimum ait lieu, à moins qu on n’ait f".r.= o. 

. g , » *' ^ 'i 

h, m ployons encore le. terme suivant dans le développement de 
f<(x -i- /), on aura 

- ' y; . V • y . ■ - 



et les conditions du minimum <>u dn maximum deviendront *4 

>°- 

•* v * v Tif wQifi '.o ,i 

à. cause de I ’.c ,^0^. I' o et J .1^=0. On promera ici, comme 
plus haut, que l'on pourra prendre i assez, petit pour que le tenue 
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affecté de i', pris absolument, c’est-à-dire abstraction faite du signe, 

. devienne plus grand que l'autre terme affecté de /’’, et que, par con- 
séquent, la somme des deux termes soit nécessairement positive ou 

négative, selon que le terme — , f ,,r .r le sera. D’où il est aisé de 
* a. 3. 4 

, I V I -y V * ^ ^ 

^conclure, à cause que /* est toujours une quantité positive, qu’il 
faudra, pour le maxùnum, que l’on ait f'.r < o, et pour le minimum, 
F'.r > o; et ainsi de suite. 

26. Donc, en général, si y est une fonction quelconque de .r, on 
aura d’abord, pour le maximum ou le minimum, la condition y’ = o, 
laquelle donnera, la valeur de .r; ensuite o ou o, ce qui s’ac- 
<|9rde avec ce que nous avons trpuvé ci-dessus (h'* 2i). Mais nous 
venons de trouver, de plus, que si y" — o, il faudra que J’.ou ait en 
même témps*^" , = o, ensuite y* r < o pour le maximum, et rj r > o 
pour le minimum; et ainsi de suite, lin général, si une fonction dérivée 
d'un ordre quelconque pair disparait,' il faudra que la fonction de 
f ordre impair suivant disparaisse aussi, et que la suivante de l’ordre 
pair soit négative pour le maximum, et positive pour le minimum. 

Si la fonction y n’est donnée que par une équation F (.r, v) =*= o,- 
il n’y aura qu’à prendre l'équation prftne 

F'(x) -f-.r'F'(.r) = o, .s, 

et faire y' = o, ce qui la réduira à celle-ci, 

F'(;r) = o, . 


laquelle, combinée avec F (.r, y) = o, servira à déterminer les valeurs 
de x et y répondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendra 
l’équation seconde, et faisant de même r' = o, on aura la valeur de v", 
daas laquelle on, substituera* les valeurs trouvées de .r et r, et l’on 
pourra juger, par cette valeur, du maximum ou du minimum; et ainsi 
de suite. 

•r A 

Si la fonction v" ou f",r devenait infinie, c’est-à-dire si —, = o, 

y 

ce serait une marque que le développement de f (x -+- i) contiendrait, 
3* M. a8 
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pour la valeur trouvée de x, un terme de la forme A i"‘ , ni étant entre 
i et a (n°30, première partie); et, en considérant la couche de l'érjua- , 
tion v = f.r, on pourrait connaître, par la forme de son cours dans le 
point donné, si la fonction y est un maximum ou un minimum tn u 24). 
On pourrait même donner pour cela des règles générales, mais nui 
nous écarteraient trop de notre objet. * » ■« «. j 

Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples des réglés pré- 
cédentes pour la détermination des maxintn et niimina; comme elles 
s’accordent en tout avec celles que l’on connaît d'après le calcul diffé- 
rentiel, on pourra en faire les mêmes applications : il n’y aura qu'à 
changei; les symboles 

' t» m ^ * dy d * * * d%’\ », 

'• J , .Y -, y , etc., en -fc, ^yète. 
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CHAPITRE SIXIÈME. 

T . ■ * • * 

De la mesure des aires, et de la langueur des ares dans les courbes 
planes. De lu mesure des solidités et de celle des surfaces des 
conoîdes. Principe, général de la solution analytique de ces ques- 
tions. 


27. .le viens maintenant à la détermination des aires des courbes, 
qu'on appelle communément quadrature des courbes. Considérons, 
en général, la courbe représentée par l’équation y = fx, y étant l'or- 
donnée rectangulaire correspondante à l’abscisse .r dont elle est une 
fonction donnée. L'espace terminé par cette courbe, par Taxe des 
abscisses, et par une' ordonnée quelconque y, sera donc aussi déter- 
miné par une fonction de la même abscisse .r, que nous désignerons 
par F.r. Supposons que x devienne x -+- cette fonction deviendra 
F (,r 4- i), et il est clair «pie F (,r+ i) - — F.r sera alors la portion de 
l’espacé correspondante à la partie i de i’axe, et terminée par les deux 
ordonnées fr et f(.r -)- i) répondantes aux abscisses r et r-f- i. Or, 
quelle que soit la courbe proposée, il est aisé de se convaincre, mèiiie 
sans figure, que si les ordonnées vont en augmentant ou en diminuant, 
depuis f.r jusqu’à f (r 4- i), l’espace dont il s’agit sera, dans le pre- 
mier ras, plus grand que l’espace rectangulaire iïjc, et moindre que 
f espace rectangulaire iî(x 4- i) f et, dans Je second cas, plus grand 
que ce dernier, et moindre que le premier. Donc il sera toujours né- 
cessairement renfermé entre ces limites rfx et d (.r -+- <’), lesquelles 
seront, par conséquent, les limites de la quantité F (x -4- i) — F.r qiu 
doit représenter ce même espaee. . . .. 

Développons les fonctions f (x -4- 7) et F (x 4- i) suivant notre for- 
mule (n° 40, première partie), et •arrêtons-nous au premier terme 

28. 
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pour la première, et aux deux premiers pour la seconde, on aura 


f (a 1 -i— ij — f.r + if (j. 1 — t-.y ) 
et H . v 

. • j > . i ' ■ f 

F (a; /) = F.c -+- iF'at -f ^ F-(x -+-.j), 

• • * # 

ou y est une quantité indéterminée qui peut n’ètre pas la même pour 

les deux fonctions, mais qui doit toujours être renfermée entfe les 
limites à et i. 11 faudra donc que la fonction .Tx soit telle, que la 

quantité /F .r H F*(.r /) soit renfermée entre les limites / f.r et 

/f i i 2 ï'(.r -t- j)f quelle que soit la valeur de i, et, par conséquent, 
en prenant / aussi petit que l’on voudra. Or, l’intervalle entre les 
deux limites étant / 3 f'(x -+- y ), la différence de la quantité dont il 
s'agit et de l une des limites, savoir, ’ 

/(F>-f*) + ;-F%r+y), . 


devra être moindre que / 5 f'(.r -+■ y ), abstraction faite des signes de 
ces quantités. Mais il est aisé de prouver que cette condition ne peut 
avoir lieu pour une valeur de i aqssi petite que l’on voudra, à moins 
que le terme affecté de / ne disparaisse; car, autrement, l’on pourra 
toujours preudre i tel qüe la première quantité soit plus grande que 

la seconde, puisqu’il suffira que i soit plus petit que ^r+7) ‘ 

On aura donc nécessairement 

• ‘ ' ,F'.r = £x\ • 

I ' * m 1 

et cette condition suffira pour la détermination de la fonction F.r, puis- 
que l’on voit qu’elle ne sera autre chose que la fonction primitive de f!r. 

Donc, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime faire 
d ilue courbé par l’abscisse est la fonction qui représente l’ordonnée 
de cette courbe; «t réciproquement, la fonction ''qui exprime faire ne 
peut être que la fonction primitive de celle qui exprime l'ordonnée. 
Ainsi, réquatkm d’une courbe étant donnée, pour avoirl’expression «le 
faire, c'est-à-dire la quadrature de la courbe, il n'y aura qu’à chercher 
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la (onction primitive de celle qui représente l'ordonnée, et Ton pourra 
ajouter à cette fonction primitive une constante arbitraire (n° 49. pre- 
mière partie), que l’on déterminera par la condition que l'expression 
de l’aire. devienne nulle au point oii Von voudra la faire commencer. 

Nous avons supposé, dans l’analyse précédente, que les ordonnées 
allaient en augmentant ou en diminuant depuis fa - jusqu’à f {.n x- /'); 
cette condition n’aurait pas lieu s’il y avait entre ces deux ordonnées 
un maximum où un minimum; mais, comme on peut prendre L'inter- 
valle i avissi petit que l’on veut, il est clair que l’on pourra toujours 
(aire tomber la seconde ordonnée f (x -t~ i) en rleçà du maximum ou. 
du minimum; et que,' par conséquent, la conclusion que nous en 
avons tirée demeurera toujours la même. ■ , . 

Si la fonction f,r exprimait l’aire dè la section d’ùn solide, laite 
perpendiculairement à l’abscisse ,r,,'on prouverait de la même manière 
que la solidité serait exprimée par la fonction primitive de fu\ (1 h|\ 
désignant par F.r Ja solidité, la différence F (x -l- i) — F.r exprimerait 
la portion du solide comprise entre les deux sections f(x-t- i) et f.r, 
et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les fleu\ 
solides prismatiques ifx et' if Çr -+- *), en prenant quantité / auslsi 
petite que Von voudrait ; d’oii l’on conclurait, comme ci-dessus," 

L ;" ' F'.* = (x\\ . ' . • 

- ... , v , * # ^ _ ** 

Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de l’axe des x, on-n 
ni) corioide dont la section perpendiculair<'~ à l’axe et répondant à 

V* ^ ' J, , ^ 

l'abscisse x est un cercle du rayon y, et dont l aire est — , où -r est 
la eirconlérence du cercle dont le rayon égale ) . Qr, par 1$ nature rie la 
courbe, ou a y = f.r ; donc l’aire de la section sera \7i (fxfi-, et la 
solidité F.r du conolde sera donnée pac la fonction prime , “ 

28. Le problème de la quadrature des courbes est, comme l'on 
voit, le problème le plus simple de l’analyse inverse des fonctions, 
puisqu'il nè consiste qu’à trouver la fonction primitive d’une fonction 
donnée. Nous avons indiqué, dans la première partie (cbap. VIII), 
les moyens par lesquels ou peut faciliter cette. recherche; nous ajou- 
terons ici une observation essentielle. 
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Comme il est souvent avantageux de substituer d'autres variables 
à la place de celle qui entre dans la fonction, pour simplifier ou dé- 
composer cette fonction en d'autres plus simples, 'il ne faudra pas 
oublier alors de multiplier la fonction dont il s'agit par la fonction 
prime de sa variable. En effet, nommant u l’aire de la courbe dont 

I • * » 

y est l’ordonnée, et regardant y et u comme fonctions de.,)', nolis 
venons de voir que l'on a u' —y ; mais si l’on suppose x fonction 
d’une autre variable, et que l’on désigne par x’ et u ’ les fonc- 
tions primes de x et « prises relativement à cette nouvelle varia - 

• * . u ‘ .*•».- 

ble, il faudra substituer—, à la place de u (n° ,’>0, première partie), ce 

qui dônnera u' = yx'; et ainsi des autres formules semblables. 

Au reste, comme, suivant le calcul différentiel, 11 est équivalent 
à 'j, l’cquation u' = y donne du.— yd. e, et, intégrant, u «== fydr, 

formule cônnue pour la quadrature des courbes. 

* v «. * • 

‘29. Après le problème de la quadrature des courbes, se présente 
naturellement celui de leur rectification, c’est-à-dire de la détermi- 
nation de la longueur même de la courbe. 

Nous partirons, pour la solution de ce problème, du principe 
d'Archimède, adopté par tous les géomètres anciens et modernes, 
suivant lequel, deux lignes courbes, ou composées de droites, ayant 
leurs concavités tournées du meme côté et les mêmes extrémités, celle 
qui renferme l’autre est la plus longue. D’où il suit qu'un arc de 
courbe tout concave du même côté est plus grand que sa corde, et 
en même tepips moindre que la somme des deux tangentes menées 
aux deux extrémités de l’arc, et comprises entre ces extrémités et leur 
point d intersection. De là on peut tirer cette autre conséquence, que 
la longueur du même arc se trouvera comprise entre celles des deux 
tangentes menées à ses deux extrémités, et terminées aux deux or- 
données qui répondent à ses extrémités, prolongées, s’il le faut, au 
delà de la courbe. 

En effet, >ayant mené la éorde qui joindra les deux extrémités de 
l’arc, il est aisé de voit que l’une des deux tangentes rencoutrera les 
ordonnées parallèles sous un angle plus aigu que la corde, et que 
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l'autre les rencontrera sous un angle moins aigu, et que, par consé- 
quent, la corde sera moindre que la première de ces tangentes et 
plus longue que la seconde; donc celle-ci sera, à plus lorte raison, 
moindre què l’arc de la courbe. De plus, si l’on considère les deux 
triangles opposés au sommet, et formés par l'intersection des deux 
tangentes, il est visible que les deux parties de la première tangente 
seront ‘respectivement plus longues que celles de la seconde, parce 
que les côtés formés par ces parties-là se trouvent, opposés à des an- 
gles plus grands que les côtés formés par celles-ci. Donc la première 
tangente entière sera plus longue que la somme des deux portions de . 
tangentes comprises entre leur point d’intersection et les extrémités 
de l’arc. Donc elle sera aussi plus longue que l’arc {*). •* 

Cela posé, f» étant l’ordonnée qui répond à l’abscisse .c, f r x sera 
(n°,7) la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la courbe à' 
l’extrémité de cette ordonnée est inclinée à l'axe des abscisses ; par 
conséquent, it'x sera la partie de l’ordonnée f (.f -4- i) prolongée s'il 
est nécessaire, comprise entre Ja tangente et une parallèle à l’axe, me- 
née par l’extrémité de l’ordonnée f^r; donc y/f’-h (i ï'xf = 1 -(- ( f', c) ’ 

sera la partie de cette tangente comprise entre les deux ordonnées, 
éloignées l’une de l’autre de l’intervalle i. De la même manière, on aura 
i '{x -+- i) pour la tangente de l’angle soya lequel la tangente de la courbe 
a l’extrémité de l’ordonnée f (a?— |— *) est inclinée à l’axe, et l’on trouvera 
i \/ 1 -+- [ f'(x -4- /)| J pour la partie de cette tangente comprise entre les 
mêmes ordonnées fx et f (.r -4- i). 

Soit, pour plus de simplicité, 

• . * • R « - 

• $ i: — >J 1 ? 


(*) Cette conclusion, en général, n’est pas admissible; il sufGt pour sVn convaincre de re- 
marquer que si la corde qui joint les extrémités de l’arc est parallèle à Taxe des abscisses, elle 
sera évidemment plus petite que chacune des deux tangentes en question. Mais elle devient 
parfaitement exacte, et cela suffit pour le but que l’on se propose ici , si l*unc des extrémités 
de l’arc étant fixe, l’autre extrémité varie et peut se rapprocher de la première autant qu’on le 
voudra ; dans ce cas , la longueur de la corde cl celle de l’arc finiront par rester constamment 
comprises entre les longueurs des deux tangentes. - \J.-A. Serrrt») 
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•on ;mra if.r et if (x -+- 1 ) pour les deux tangentes menées aux deux ex- 
trémités de l'arc delà courbe compris entre les ordonnées fit et f(.r-h i), 
et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la longueur de cet arc devra 
être renfermée entre les deux quantités ifx et i<p (x -f- i), en donnant 
à i une valeur aussi petite que l’on voudra. Donc, si <I>.r est la fonc- 
tion de ,r qui exprime l’arc de la courbe, il faudra que la quantité 
•t> (x -+- i ) — ‘lu , expression île l’arc compris entre les ordonnées f.> 
et f(.r ~t- i), soit comprise entre ces deux-ci, ifx et if(x -4- i), quel- 
que petit que soit i ; d’où, par un raisonnement- semblable à celui du 
/. 11 " 27, on conclura fx. Donc, pour avoir la longueur indéfinie 

de la courbe, il faudra chercher la fonction primitive de la fonction f.r. 
où y' 1 - 4 - (f'r| J ; et comme on pept ajouter une constante arbitraire à 
la fonction primitive, il faudra déterminer. cette constante de manière 
que l’expression de l’arc s’évanouisse an point où l’on voudra le foire 
commencer. 

Ddnç, si l’on nojinrte s l’arc de la courbe dont les coordonnées sont 
x et i , oji aura, en regardant y et s comme fonctions de x, a cause 
de fx =" r, Px — y', l’équation ’ ■ • ' 


j.' === ■ •. . 

1 ' ’ < • ’ • . * *. . * 

Et si x etj étaient donnéesen Sanctions d’une autre variable, comme /, 
alors, en désignant par x', y', s ' les fonctions 'primes relativement à 

* <* f $ * 

cette variable,- il faudrait substituer p et à la place de y' et s 1 (n° 28), 
ce qui donnerait cette équation * - 




entre les coordonnées et l’are. * ’ 

Suivant le calcul différentiel, les fonctions dérivées’ a' et y’ seraient 

exprimées par ~ et et l’équation s' y- y' 3 deviendrait 

• i * l’i/ra? ^i^ 4' rf/t’'' .. 7 . ■ . - 

formule connue des rectifications. 
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30. Si l'on imagine que la courbe proposée tournant autour de l'axe 
des abscisses engendre un conoïde, il est visible que les deux ordon- 
nées fx et f(.r -f- <) décriront en même temps deux cercles dont ces 
coordonnées seront les rayons ; que l’arc de la courbe compris entre 
ces deux Coordonnées décrira une zone conoïdique, et que Tes deux 
tangentes menées aux deux extrémités de cet arc décriront des zones 

. .. y 'V « . . „* » 

coniques. 

■Mais quoique l une de ces deux tangentes soit toujours plus grande, 
et l'autre plus petite que la longueur de l’arc, comme nous venons de 
Te démontrer jtjfëanmoins, comme elles tombent toutes les deux du 
même côté de l’arc, il est possible que les zones coniques qu’ellçj dé- 
crivent soient à la fois plus grandes ou plus petites que la zone cono - 
dique décrite par l’arc. Pour* éviter cet inconvénient, il n’y* a qu’à 
transporter parallèlement à elle-même la seconde tangente qui répond 
à l’extrémité de l’ordonnée f (x i), de manière que le poinj.oii cette 
tangente est terminée’ pür la première ordonnée fx tombe à l’extré- 
mité de cette ordonnée, et devienne sécante dé la couAe. Alors cette 
sécante et la tangente au même point, tomberont l’une d’un’côté, et 
l’autre de l’autre côté de l’arc; et même la plus joOgue tomber^ 
toujours en dehors et la plus courte en dedans de l’arc, comme il est 
facile de s’en convaincre, par la construction : de sorti» que la zone 
conoïdique décrite par l’arc se trouvera nécessairement renfermée 
entre les zones coniques décrites par la tangente içx et par la sécante 
i'<p(x ■+-/). ' . 

Or on sait, par la géométrie, què la surface convexe d’un cône 
tronqué est égale jt son côté multiplié par la demi-somme des circon- 
férences des deux, bases ; donc, si l’on désigné par ir la circonférence 
du cercle dont le rayon = i , la surface de lit zone conique décrite par 
la tangente i<px sera . 1 * * 


ôpxffx ~ f'.r^ VT , 


puisque les rayons des deqf bases sont, l’un fx, et l’autre f.r -+- if'x ; 
et la surface de l’autre zone, décrite par la tangente ou sécante 


3* id. 
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i-<p (x -f- il, sera 

%r * • • « 

*<P (•* •+• *) [fx ■+■ [ f (x H- O] tt } • •• 

, / „ « * • ** 

rar il est facile de voir que les rayons des lia ses de cç tronc de cône 
seront f.r et fx -+- i f'(x -+- i). • 

Si donc l’on désigne par <l>.r la fonction de l’abscisse x qui exprime 
la surface du canokle, il est clair que la zone conoîde sera exprimée 
par la différence <l>(x 4- i) — et que cette différence devra être 
renfermée entre les deux quantités 

/><px^f’x-+-'£f'x^ et tVp (.r -f- i)[fx -+- ^ f'(x -f- i)j> 

: ‘ 'V ' ' r . ' • 

en donnant à i une valeur quelconque aussi petite que l’on voudra. 
D’où l’on pourra conclure, par un raisonnement analogue à celui .du 
u’ 2T , que cette condition ne pourra avoir lieu, à moins que l’on n’ait 

* -, - • ■' 

... , * 4 > x = ir tpx f.r = TT fx y j -J- (f'x)*. , 

Donc , on aura la surface du conoîde proposé, en prenant la fonction 
primitive de H» fonction * 

’ r . • ~ • .» - . ' ■'» r 

• V f.r r -+- (f'.r)’ ou wjV* -4- y 7 *. 

51 . En général, supposons que l’on cherche la fonction Fx par 
• ctte condition, que la différence F (x-)- i) — Fx doive être renfermée 
entre les deux quantités if(x, i) et i<p (x, i), f et <p dénotant des fonc- 
tions données de x et i telles, qu’en faisant i—o, on ait f.r = q>x, et 

IV. _ 1 w 4 % 

que cette condition doive avoir lien en donnant à i une valeur quel- 
conque aussi petite que l’en voudra 

Eu employant notre théorème, on réduira la fonction F (x -4- i) à 

■ Fx -f- iF'x -4- - F' r (x -t- /), • 

/ »•* * ♦ 3 ' * 

V . • . \ % V* 

et les fonctions f (x, i ), $ (x, i) à 

fx -4- if'{x,j), <px -4- »V(x> j)t 
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la quantité j étant indéterminée, mais comprise entre les limites o et «, 

et pouvant être différente dans les différentes fonctions ; les fonctions 
dérivées, marquées par F', F", se rapportent à la variable x, et les 
fonctions dérivées, marquées par f', <p', se rapportent à la variable i. 
Donc, puisque l’on suppose fa - = <px, la condition dont il s’agit se 

. \ . 4 - .a? .L ■’ ,i * 

réduira à faire en sorte que la quantité i F 'x — F " (,c -t~ j ) soit com- 

prise entre les deux quantités ifx -f- i t f’(x, j) et «fx -f- t’f '(«, j), 
quelque petite que puisse être la valeur de i. Donc il faudra que la 
différence ’ • - « * 

*'(F'x - fr) Hh «’[{F ff (x -+-/) - f'(x,/)] 

. * » ' ♦> 

ne soit jamais plus grande que la différence 

v * v ' - * ’ »* 

*’ Wfc, j) — y)}; 

mais, tant que le terme multiplié par la première, puissance de « ne sera 
pas nul, on pourra toujours prendre « assez petit pour que la première 
quantité devienne plus grande que la seconde, car il suffira pour cela 

P' x f r 

de prendre «'moindre que la quantité ^ ■ F* (j+/j ’ a ^ stract ' on 

faite du signe de cette quantité. Donc*la ( condition proposée em- 
porte nécessairement celle-ci,- 


et, par conséquent, 


î- F'x — fx = o, 

* y r • 1 fC^ 

F'x = fxy 


V» 


c'est-à-dire que la fonction cherchée Fa; devra être la fonction primi- 
tive de fx; et pour avoir la valeur complète de Fx, il faudra y ajouter 
une constante arbitraire que l’on déterminera par les conditions de la 
question. • ’ . * 
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CHAPITRE SEPTIÈME. 

Théorie du contact des courbes à double courbure. Du ray on oscilla- 
teur, des centres de courbure, et du lieu de ces centres. Des déce- 
loppécs des courbes à double courbure. Quadrature et rectification 
' de ses courbes. 

• •• s • 

*' « » . 

• * »• » 

• , * * » 

• * • 

32. Les courbes planes appartiennent à la géométrie de deux di- 
mensions, et ne dépendent, par conséquent, que de deux coordon- 
nées- Les coiirbeS à double courbure doivent appartenir à la géométrie 
de trois dintertsions, puisqu’elles ne peuvent être tracées que sur la 
surface des corps solides; aussi dépendent-elles de trois coordonnées 
perpendiculaires entre el^es, dont deux sont fonctions de la troisième, 
de sortç qii’ elles ne peuvent être représentées que par deux équations 
entre trois indétetmihees? ' . • 

Soient dbnc, pour une courbe quelconque à double courbure. 

* * *"’' , ‘ . 

. y — fx, z tes <px, < 

x, y, z étant le6 trois coordonnées rectangulaires. Soient de même, 
pour une autÉe courbe donnée, * 

■ -T} „ * « . 

q — ¥p, r = <Jy>, ^ 

p, q, r étant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux mêmes 
axes que les précédentes. Si l’on veift que cès deux courbes aient un 
point commun pour l’abscisse x, il faudra qu’en faisant p = x, on ait 
aussi 

q—y et r = r"** 


Digitized by Google 


deuxieme partie. — chapitre septième. 


229 


donc 


y — F-* 


et 


s = <tx. 


• \ ^ » 

» Pour un autre point quelconque répondant à l’abscisse x 4- i, les 

ordonnées y et s seront f (x 4- î ) , ®(.r-(-t), et les ordonnéés q, r 
seront F (x 4- *), I 1 (.r 4- 1); et faisant, pour abréger, 

• d = f (x 4- i) — F (a? 4- i), S = <p (x 4- i-) — * (x 4 - 1 ), 


il est facile de concevoir que la distance D entre les [joints des deux 
courbes qui répondent à la même abscisse x 4- i sera exprimée par 


D == 4- S 1 .' 



De là', par une analyse Semblable à celle qui a été /léveloppée^au com- 
mencement de cette seconde partie, on prouvera que si f'.r — F'x, 
p'x = <l>'a",.il sera impossible qu'aucune autre coyrbe donnée l qui ne 
satisferait pas aux niènjes conditions, piiisse* passer entre les deux 
courbes dont il s’aeit. . . „ 

o :* f f* #4 • ^ „ 

Si l’on avait, de plüs, ‘ 

r . ■ * ' Ü, . v > ; ; • 

f'ib=F"Æ et = 4 >".r,' * 


on prouverait, de la même manière, qu’aucune autre courbe pour 
laquelle -ceS équations n’auraient pas lieu ne pourrait passer entre 
les mêmes courbes ; et ainsi de suite. ... 

** . r * • r 

Ainsi, en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes 
notions des différents ordres de contact des courbes ordinaires, on en 
conclura que les deitx premières condition^ détermineront un, contact 
du premier ordre, que les deux suivantes détermineront un contact 
du second ordre; et ainsi de suite. 

F,n général, en nommant x, y, z les coordonnées d’ilne courbe pro- 
posée, et p, q, r les coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle 
on demande les conditions du contact d’un ordre donné avec la courbe 
proposée, si F (p t q, r) = o et $ (p, q, r) =. o sont les deux équa- 
tions de la courbe donnée, on aura, pour uif contact du premier 
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ordre, les quatre équations 

c * 

. , * F.(x, ^ = o, - . F (x, y. z)' = o, 

, * (x, y, z) = o , <i- (.r, y, z) 1 — o; 

pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux équations 

•> • , r 

F (x, y, z)" — o, <1> (x, y, z)" = o ; 

v * . 

et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions dérivées, y et z 
comme fonctions de x. On satisfera à ces équations par le moyen des 
constantes arbitraires a, b , c, etc. , qui entreront dans les fonctions 
données F (p, y, r) et $ (/;, y, r ) , et que l’on pourra appeler, comme 
ci-dessus fn° 10), élétnents du contact, lorsqu’elles seront déterminées 
en fonctions de x, -y, z, y', z', etc. * 

» > -« • t ’ si * 

- V * -4 

35. Prenons pour la courbe donnée une ligne droite déterminée 
par les deux équations . » ^ <■ 

y = a -+■ bp, r = £ -t- dp ; 

* * - •. _ ' 

pour qu’elle ait un contact dp premier ordre, c’est-à-dire pour quelle 
soit tangente d’une courbe quelconque propesée et rapportée aux 
coordonnées x, y, z, on aura oes quatre équations 


y — a -h bx, 

‘ • i « ' 

d’où l’on tire 


-t ~dx, .y' — b, ■ ,z' — d, 


a—y—yx, c — z — zx; 

de sertg que les équations de la tangente rapportée aux coordonnées 
p, y, r seront 4 • . . 


q^y—yx+yp. 


r = z — z x z p. 


11 est facile de voir que ces deux équations représentent les deux 
tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe 
proposée sur les deux plans des x et y et des x et z (n° 6) ; de sorte 
que, pour mener une tangente à une courbe à double courbure, il 
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suffira toujours de mener les tangentes à ses deux projections, et la 
droite dont ces deux tangentes seront les projections sera la tangente 
cherchée. * • * - 

34 . Supposons que l’on demande le cercle oscillateur d’une courbe 
a double courbure. 

Pour avoir, de la manière la plus simple, les équations générales 
d'un cercle tracé sur un plan quelconque, nous considérerons le cer- 
cle comme formé par l’intersection d’un plan qui passe par le centre 
if une sphère; le rayon êt le centre de la sphère deviendront alors ceux 
du cercle, et le plan sera le plan même du cercle. 

L’équation générale d’une sphère rapportée aux trois coordonnées 
P, f h C est ’ * ’ „ . * ' 

(p- <*)'*- (* - + (r - <0*^= d', 

•» é • 

où a, b, c sont les coordonnées du centre, et r/ est le demi-diamètre 
ou rayon. L’équation, d’un plan rapporté aux mêmes coordonnées, et 
passant par le point qui répond aux coordonnées a, b, c, est, en 
général, 

« - . * 

p — a -+- m(q — b) h* n (r — c) = o, . 

• * • r * ' 

m et n étant deux constantes arbitraires, qui déterminent l’inclinaison 
du plan à l’égard des plans -fixes des coordonnées. la» système de ces 
deux équations représentera donc un cerclé dont le rayon sera d. 
dont le centre sera déterminé par les coordonnées n, b, c, et dont le 
plan dépendra des quantités m et n. 

Si donc l’on change dans ces équations les quantités p, q, r en 
x, y, 2 , et que l’on en prenne les équations primés et secondes, on 
aura ces six équations: 

(x — aj’-t- (y — b)'- f- (z — c)’= d\ 
x — a + m(y — b) 4 - n(: — c) = o, 
x— a ->rÿ(y — b) -+-z'(z — c) = o, 
i -+- my* nz! — o, 

• -+-/’*+- r' 1 — b) -+-2"(z— c) •= o, 

my"+ hz" z=* o, • 
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dont les quatre premières renfermeront les conditions nécessaires pour 
que le cercle dont il s’agit ait un contact du premier ordre avec toute 
courbé à double courbure, dont af, s seront les coordonnées, / et z 
étant données en fonctions de xj et si l’on y joint les deux dernières, 
on. aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, 
c’est-à-dire pour que le cercle devienne oscillateur de la courbe. 

* Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées a, b, c, 
d, m et n, on pourra satisfaire à toutes ces conditions, et le cercle oscu- 
dateur sera déterminé de grandeur et déposition. Mais, si l’on ne 
demande qu’un cercle tangent, il restera deux indéterminées, pour 
lesquelles on pourra prendre le rayon «/, et une des deux quantités 
m et n. Dans ce cas, donc, l’équation 

% +■ ' ' % 
x — * a zt- y’ ( J — 6) H- z! (z — c) -= o 

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les 
cercles qui peuvent être tangents; et cottnne le rayon du cercle tangent 
est nécessairement perpendiculaire à la courbe, cette équation sera 
celle d’un plan perpendiculaire à la courbe , en prenant a, b, c pour 
les coordonnées dn plan. * % „ 

Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois pre- 
mières équations donneront - . 


Iny ' — mz')d 
X — a = g , 


J- 


I. _ (n — z')d 
g >. 


(m — r')d 
c= -B • ’ 


en faisant, pour abréger, 

R == VW' — -M» ■*“ »')* + ( m *-?')*- 

Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation, on en tirera 


d = 


(»+/ ’ +.-'')R 


(*— («»— y 1 )*’ 

- . i r 

Enfin, la quatrième et la sixième équation douneront. 

je" ■ ■ y" 

n — — -r- / 


rn = ■ 


*y-~y * • 1 y — y z 

valeurs que l’on substituera dans les expressions précédentes. 
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On trouvera d’abord, après quelques réductions, 


a33 




et de là 


v'i -t-.r '*+ *" ■*jy'+z r '-H*y°— y 'O* | 
zy’—ÿz" ’ 


/ d = 


7’ 


7^ 




-.A . 


*'*+(*>" 

b- y + — ^. +(î? V"r ’ , . ■. 

, * 

: . y?+i^+(«'r'— /*')’ 

La qui mi ité sera lè rayon osculateur de la cofirbe proposée, et les 
quantités <i, b, c seront les coordonnées de Ta courbe des centres de 
tous les cercles ôsculuteurs ; mais cette courbe ne sera pas pour cela 
une développée, comme dans les courbes a simple courbure. 

•' Ht ‘ ’ 

35. Pour s’en tfesurer, et trouver eri" même temps les conditions 
nécessaires pour qu’elle devienne uhe développée de la courbe à 
double courbure, il n’y à qu’à employer des considérations semblables 
à celles du4i d 23. - ,• 

* ' • • ' > t 

Reprenons les valeurs de a, b, c, tirées des trois premières équa- 
tions, nous aurons . - 

r (mr’ — ms)H J 

. ■ a = x- M - R - 


, (n — z")d 

*-=/+■ L - - R J- , 

c _ , _ (w-^r')rf 




Ces expressions, en regardant les quantités x,.y, z,. y’, z', ainsi 
que m et n, comme constantes, et la quantité d comme seule variable, 
donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon 
osculateur ; mais, en regardant toutes ces quantités comme variables, 
et m, n, d comme données en x, puisque y et z sont censées données 
en x, ces mêmes expressions représentant alors les coordonnées de 
y éd. T 3o 
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la courbe des centres. Or, pour que la même droite devienne tangente 

t • h* c' ' * ' * 

de cette courbe, il faut que les valeurs de —, et ^ . en regardant b et c 

comme fonctions de a, ou, en général, a, b, c comme fonctions d’une 
autre variable quelconque, soient (es mêmes dans les deux cas. Donc 

les valeurs de j, > > y, devront être aussi les mêmes, soit que les quan- 

tités a , b, c, cl soient seules variables, soit que les quantités x,y, z, 
m et n varient aussi en même temps; par conséquent, il faudra que 
les équations, 'qui déterminent ce» valeurs aient lieu également dans 
les deux hypothèses. • m ^ 

Or, si Ton considère H es équations qui ont servi à déterminer les 
quantités a, < b, c , d, m et y» en a--, y, y' ,y " , et que l’on regarde toutes 
ces quantités èonune variables à la fois, il est clair que les deux équa- 
tions * • • 

, r . 

(.»•— a)’-h( y — b) 7 - f-(s — c)*=rf a et x — y— b)-y-z'{z — c)=o 
ehiporteront encore celle-ci , 1 

■ a ‘(x - a) — b\y — b) — c\z - c) = . 

. v W ■*- 

qui n’est que l’équation prime dç là première, en supposant a, b, c, d 

sailes variables. De même les deux équations 

* ..." _ 4 ( 

* — a -+~y'(y — b ) -h z'(z — c) = o 
et.. . , *' s , , 

i 4-j' s -+■ z' i -hy n ( y. — b) -+- z"(z — c) = o . . 

. - : • . .. ■■■»;’ ' ■’ 

emporteront celle-ci , , ; ' • . . ' 

' a' + y'b'-i-i'c' = o, ' 

qui est également l’équation prime de la. première, en ne prenant que 
a , b, c pour variables. Ces deux équations ont donc la condition 
demandée; mais, comme elles ne. suffisent pas pour la détennuiation 

/ i if * i I» 

des trois quantités ‘‘ , % » , il faudra trouver, de la même manière, 

• • * * 

une troisième équation qui ^contienne les fonctions primes a 1 , b’, c'; 
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or, les deux précédentes ayant été déduites de l’équation de la sphère, 
il faudra tirer la troisième de l’équation du plan 

« v \ % » 

laquelle, en faisant tout varier, et ayant égard à l’équation 

* * * * *. ’ ** » > **• r* 

* 'S,,- • i -+- my' -i- nz' = o, 

donnera 


— a'~—,mb' — ne’ -+- m'{y — b) +- n' (z — e)t=?o, '* . 


"«P»; 


qui est, comme l’on voit, l’équation prime dé la précédente^ en «ip- * 
posant a, b, c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette équation 
n’aura pas la condition demandée, à moins que la partie dépendante 
de la variation des quantités m et ne dispqraisse, e'est-à-dirv à 

moins que l’on n’ait • •• 4 . 

. • • ' ' . , K 

, m'(y — b)A~n , (z — 6) = o. .* 

. k 

Si cette condition a lieu', alors l'équation restante , • 

4k * • * 

; A f 

n' -+=•• nt,b’ -j- ne’ — o, * 

- .* • ■ «* ' i-.. 

combinée avec les deux équations que l’on vient de trouver, donnera 

les valeurs de. J, ^ qui seront les mêmes, soit que les quantités a, 

b, c, d soient seules variables,' soit que X, jyZ, m et n varient aus«i 
à la fois. Par conséquent, la droite dans laquelle est placé le rayon 
osculateur deviendra tangente à ta edurbe des centres: donc aussi ce 
rayon sera tangent de la même courbe, puisqu’il es{ terminé à cette 
courbe. Dans ce même cas, les expressions préeédentes de a, b, c 
donneront sur-le-champ ces fonctions primes, 

, _ ( V— 

R , 


b’ — {"—^y 




d’où l’on tire 




(m— jr')d\ ■ 
— R *• 


3o. 
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d' = v /a'»+ 6' I -+- c '>. . ; : / 

Or nous verrons ci-après ( n° 37 ) que cette équation montre que d 
est l’arc de la courbe dont a, b , c sont les coordonnées. Donc le rayon 
oscillateur sera non-seulement tangent à la courbe des centres-, niais 
encore égal à l’arc de cette courbe. Il ne sera donc autre chose que 
le développement de cette même courbe, laquelle sera, par consé- 
quent, la développée de la Courbe proposée, dont x, y, z sont les 
coordonnées. * * • - 


36. La condition /«'( y «*- b) -+- n'(z e) = q, que nous venons 
de trouver pour que la courbe ait une développée, a évidemment Jieu 
lorsque m et n sont constantes ; et, dans ce cas, la courbe sera toute 
dans un plau déterminé par cés constante^. Si ces quantités ne sont 
pas constantes t elles détermineront le plan tangent de la courbe; et 
lorsque l’équation précédente aura lieu, les rayons osculateurs for- 
meront une surface courbe développable. Car, en ajoutant à cette 
équation l’équatiop • • • * . * 


-h my- 


rte 


■* 


qui est ime de celles du n° 34, on aura cellerci , 

, -* V 1 • . : , • % . . 

i ■+■ my'-f- nt' - 1- m' [y — b) -+- n' (z —-c) — o* 

* S • 

qui n’est autre chose que»!’ équation prime de l’équation du plan 
x — a -+- m{y b).-\- n (z r^- c) = o, 

. '■**,• ■* • » ve 

en regardant les coordonnées a, b , c du plan comme constantes, et 
la quantité x qui sert ici de paramètre, et dont les antres quantités 
y, s, m, n sont supposées fonctions, comme seule variable ; -ve qui 
constitue le principe des surfaces développables, comme on le verra 
plus bas. 

Au reste, il y a une manière plus générale de concevoir les déve- 
loppées des courbes, laquelle consiste à prendre le rayon 1 de la déve- 
loppée dans une position inclinée au plan tangent, et qui donne lieu 
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à plusieurs bellçs propriétés des courbes et des surfaces. Comme les 
bornes que nous nous sommes prescrites ne nous •permettent, pas 
d’entrer dans ce détail, nous ne pouvons qu'inviter i:os lecteurs à voir 
cette nouvelle théorie dans le tome X des Mémoires présentés à l’Aca- 
démie des Sciences. • • 

** 0 . # 

37. Sir on trace la projection d’une courl>e à double courbure sur 
le plan des x et y, on peut regarder cette courbe de projection comme 
l'axe curviligne dé la courbe à double courbure; de sorte qu’en npm- 
mant s l’arc de la courbe de projection dont les coordonnées sont x,- 
y, et supposant que cet arc soit étendu en ligne droite, on aura s et z 
pour les coordonnées rectangulaires de la courbe à double courbure 
supposée appliquée sur .un çlan. ’î . , . 

Cette considération nous offre le moyen d’appliquer immédiate- 
ment aux courbes à double courbure lçs formules de la quadrature et 
de la rectification des courbes planes (n 0, -27, 29). Pour cela, il n’y 
aura qu’à substituer » air lieu de x, et zau lieu de y, dansies expres- 
sions de yx' et yx'Vt- y'* ; on aura zs ' et \Js n -f-.z", et comme l’arc s 
est déterminé par l’équation 

= y/*'* 4-y*, 

♦ t r * , * 

en faisant cette substitution, su aura les deux formules 

• z\jx' x -\-y n et \Jx" -+- r' 1 + z' 1 , 

* ■ ‘ 

dont la première sera la" fonction prime de l’aire, ou de la surface du 
cylindre droit qui- a poitr base la projection de la courbe àf double 
courbure et qui est terminé par le contour de cette courbe, et dont 
la seconde sera la fonction prifrie de l’arc de la même courbe. 
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* CHAPITRE HUITIÈME. ‘ 


Des surjettes courbes et de leurs plans tangents. Théorie du contact 
* des surfaces courbes. Des contacts des différents ordres. - 


38. Lçs surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordon- 
nées rectangulaires, comme les lignes à double courbure, mais avec 
cette différence, que pour les surfaces, deux des coordonnées sont 
indépendantes 'entré elles, et la troisième est, fonction de ces deux; de 
sorte qu'une surface n’est représentée que par une seule équation 
entre les trois Coordonnées. Ainsi les deux équations qui déterminent 
une courbe à double courbure représentent chacune en particulier 
une surface courbe, et la courbe représentée par le système de ces 
deux équations est «formée par l’intersection des deux surfaces. La 
théorie des surfaces dépend donc de l’analyse des fonctions de deux 
variables, et peut être traitée comme la théorie des courbes, et par les 
mêmes principes. Ainsi, de mêipe qu'uné ligne droite peut être tan- 
gente d’une courbe, un plan peut êtrc'tangent d’urtC surface, et l’on 
déterminera le' plan tangent par la condition qu’aucun autre plan ne 
puisse être mené par le point de contact entre celui-là et la surface. 

Soient .r, y, z les trois coordonnées de la surface donnée, et p, q, 
r les coordonnées du plan tangent rapportées aux mêmes axes rectan- 
gulaires, on aura , par la nature de la .surface, 




et par la nature du plan, 


r = a . •+• bp -f- cq, 
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a, b, c étant les trois constantes qui déterminent lit position du plan. 

D’abord, pour que le plan ait avec la surface un point commun; il 
faut que son équation subsiste, en supposant que lés coordonnées p, 
i/,' r deviennent F, y, s; ce qui donnera cétte première équation, 


»' » , 

= a+ k + efi 


*> 


Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux 
coordonnée» r-H i t y -+- o, l’ordonnée perpendiculaire z deviendra 
f (x -h i,y 4- o). Faisons aussi, dans l’équation du plan, 

. • 

P z= X + I, <j —y -f- o, , , 

l’ordonnée perpendiculaire r deviendra 

a -+- b-{x -h-i) -P- e ( y -+- o), 

, # » 

p « * , • » * 

et la distance entre les points corrèspondants de la surface et du. plan 
sera exprimée par 4 • t « , 

A '* ... - ' * ' : ; ' ■ • .* - 

f ( x -H *» y ■+■ o) — a — b {ji ■+■ i) — c { y 4- o). 

La fonction f (x -t- i, y H- o) peut se développer dans cette série 
(n° 73, première partie) 

f (*» X) d- i{ ' X) + o (J? , y) -h~f9{x,y)- 
' -f- iof' (x, y) -f- £ f, (x,'y) -+- . 

donc, à cause de . . . ' 

C 

f (a;, y) = z s= a -+- bt 4- cy, . 

la distance dont il s’agit, que nous désignerons par D, sera exprimée 
ainsi : 

D = i [f' (x, y) — b j - 4 - o [ f, (x, j) - c J -h f"(x, y) 

-t- wf' [x,tf -t- ^ f„\x,y) -4- ..., 

. ’ 1 ‘ . ». » 

où l’on voit d’abord que les quantités i et o demeurant indéterminées. 
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la valeur de D deviendra la plus petite, si l’on détermine les quantités b 
etc de manière que les ternies multipliés par i et o disparaissent, ce 
qui donnera (n° 77, première partie) -» • , - , ■ 


■'b = V (x; y) == z", c = f,(x, y) = z; K 

et ecyrtnie on a déjà trouvé 

* : * 

...... 

• ' ' ... a bx ^hcy — z, • 


i*. 



• ** •* i, ' ^ ^ 

on dura les valeurs des trois constantes a, .A, c de l’équation du plan 
en fonctions de x, y, z. Ces valeurs seront donc 


a — z — xz —yz,, 


b = 


~/* 


et la position du plan sera entièrement déterminée^ 

Par l’évanouissement des termes multipliés par les quantités i et o, 
J’expreSskm «le la distance 1) ne contiendra plus que des termes mul- 
tipliés par des puissances ou des produits de ces mêmes quantités. Si 
l’on faisait passer un autre plan par le même point qui répond aux 
coordonnées x" et jp, on trouverait pour la distance que je nommerai A, 
entre les points de la surface et du nouveau plan correspondants aux 
coordonnées X -+- i, et y o, une expression semblable à celle de D, 
mais où les termes multipliés par i et par 'o ne se détruiraient plus. Or 
il est facile de vqir que l’on peut prendre les quantités i et o assez 
petites pour que les termes multipliés par les premières puissances de i 
ou de o deviennent plus grands que les autres termes multipliés 
par des puissances ou des produits de plusieurs dimensions; ce qui 
porterait d’abord à conclure que Ton peut toujours donner à i et o 
des valeurs assez petites pour que la distance A surpasse la distance D; 
en sorte qu’il soit impossible que le dernier plan passe entre le premier 
et la surface. 


39. Mais cette conséquence, qui serait légitime si les expressions de 
D et A n’étaient composées que d’un nombre déterminé de termes, 
pourrait souffrir des difficultés à raison des suites infinies qui entrent 
dans ces expressions. On peut néanmoins les éviter en employant le 
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développement que nous avons donné dans le chap. XIII de la 
première partie, et en s’arrêtant aux termes du premier ordre. On 
aura ainsi * - 

• ■ • * “ . * ' 

f .(*.■+■ h jr + <>) = f(»,r) -+- if'fax) -+- of,(x,>j • 

- ■ 4- - f " (x. -+- Ai, y -+- Ao) -+- io f (.c -h Ai, y -+- Ao) 

4- Ç,(.r 4- Ai, j 4- Ao),' ' * i » * , . • 

et la valeur de la distance D se réduira à - 

•* 4 * .. 

D = i- P'(x 4- % Ai, j Ao) + io? \x -+- Ai, *jr ^.Ao) . * 

o» . ' • .* * ' • 

4- J- f* (*.'*•" *î> 7 -4 Ao). • * ■. . ■ , * 

< • 

, » • 

Pour tout autre -plan représenté. par l’équation 

. • * ' . , * 5 1 ' .* 

r=« 4-(V> 4-y«'/v \ . ■ 

• * ' ' 

et ayant Je même point commun avec le premier plan et lasurfape, 

cette distance, que j’appellerai A, contiendrait, outre les termes pré- 
cédents, encore ceux-ci du premier ordre ' i " • . 

'[ f V> fi T i 5 ]4-o[CKj) — >jî ■ ' „ - 

d’où il est facile de conclure que l’on pourra toujours prendre i et o 
assez petits pour que cette distancer surpasse la distance D. Donc il 
sera impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et Je 
plan représenté par l’équation 

/■ == a -H bp -+- cq ; 

• -, * • ■ * 

par conséquent, celüi-ci sera tangent de la surface donnée, en' faisant, 
comme ci-dessus, r . > 

. * t ’ 

a=z — xz'—yz„ fc = z', c — z r 

D'où l’on voit que la position du plan tangent dépend des deux fonc- 
tions primes z' et z r 

3* «/. 3i 
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F.n effet, il est facile de trouver, d’après l’équation 

. r ='«-+- bp -+-cq, 

; ; • '*■ ' , I 

que sU’on nomme « l'inclinaison dû plan représenté par cette équation 
.sur le plan des coordonnées p et q,, et JS l’inclinaison de la ligne d’in- 
tersection de ces deux plans à l’axe des abscisses p, on aura 

• ■•*».** ' * ' • ’ « • 

- * b = sin|3 tanga, c = cos^ Jang «, 

d’où l’on tire -, * * 


tanga = \lbl -fc- c 1 et tang = 

•' K .. A * * i «' -•* » 


* 


Donc, puisque les axes des coordonnées -r, y, ~ sont les mêmes que 
«•eux dès coordonnées p, q, r, les angles « et ë, relativement au plan 

tangent, seront pareillement déterminés par ces formules 

' ‘ - . 

‘ • * V-—— . z ' 

tang « = \ z 4 -ff zf , • tang^ = —• 

*• »** « • 

. * « • 

40. En général, z=*f(.r ,y) étant l’équation de la surface pro- 
posée, et|ç= F ( p , q ) celle d’upe surface donnée, si l’on veut (pie 
ces deux surfaces aient uii point commun qui Téponde aux coordon- 
nées z, il faudra que l’équation r F (p, q) ait lieu aussi en 
faisant p = x, q — y, r = z, . ce qui donnera 

- = F.(j; fa j). 

Ensuite, si l’on considère les points des deux surfaces qui répondent 
aux mêmes coordonnées x -f- i et y -+- o, et que l’on nomme D la 
distance entre l’un et l’autre, c’est-à-dire la partie de l’ordonnée qui 
se trouvera comprise entre les deux surfaces, il est visible que l’on 
'aura t « ■ 

D = f (Æ -+- * , y -+- 6) — F {x •+■ i, / +»). 

Développons ces deux fonctions par les formules du n° 78, pre- 
mière partie, en nous arrêtant d’abord aux termes du premier 
ordre ; nous aurons, en mettant z, z' et z, à la place de f (#, y), 


Digitized by Google 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE HUITIÈME. 


a43 ‘ 

f'(x, y), f'{x, x): 

D = i [z 1 — F' (x, /)] -t- o\z, — F,(x, j)j 

-H — [F (x -+- Ar, y - 4 - Xo) — F"(x -4- At, y -+• Ao) j 

* . - a . 

-+- io [F (x -f- Xi, y -+- Xo) — F' (x -+- Xi, y -i- Ao)j . 

-H j [f„ (x 4- Xi, y -+- Xo) — F„(x -+- A i, y -+- Ao)|. ‘ 

? .* * ». * 

* * < • • , 

Supposons que les termes multipliés par i et par o disparaissent, ce 

qui a lieu en faisant z' == F' (x, y) et z ; = F,(x, y), d'expression de 

D ne contiendra plus que des termes d’un ordre supérieur^ et il est 

facile de prouver que l’on pourra toujours prendre i eto assez petits 
pour que cette valeur de D devienne moindre que la valeur d’iule 
pareille quantité pour une autre surface donnée, dans laquelle Içs 
ternies multipliés par i et pai'o ne-se détruiraient pas. Donc, si l'équa- 
tion r = F (p, q) de la surface donnée contient trois, constantes arbi- 
traires a, b, t, et qu’ 
équations * 

z = F (x, y 

il sera impossible qu'aucune antre, surface qui ne .satisferait pas aux 
mêmes conditions puisse passer entre cette même surface ’et la surface 
proposée dont les coordonnées sont x, y) z. '. 

Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre chose 
que l'équation même de la surface donnée, en y changeant les coor- 
données p, q, r en x, y,-z, et les deux équations primes de celle-ci, 
prises suivant x et suivant y. D’où l’on peut conclure, en général, 
que si F ( p, q, r) == o est l’équation de la surface donnée, les trois 
(•quations dont il s'agit seront renfermées dans celles-ci , 

* • m 

F (x, y, ;) = o, F'(x, y, z) = o et F,(x, y, z) = o , 

en regardant z comme fonction de x et y, de sorte que si l’on dé- » 

signe simplement par F'(x), F' (y)‘, F' (z) les fonctions primes de 
F (x, y, z), prises relativement à x, y, z seuls,* les deux dernières 

3i. - ' 
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on les détermine de manière à satisfaire aux trois 

‘ » 


), ■z'^Y\(x, y),: z, = F,(x, y),\ 
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équations deviendront 

' .F'(*)4-*'F'(*)-=o”, F' (y) -f- z,F' (s) = o. . 

• • « 

Donc, si la surface proposée est représentée par l’équation 

f(xly, i) == o, et que la surface donnée qui doit avoir un point de 
contact avec celle-là soit représentée par l'équation F (x, y, a) = o, la 
première donnera, en prenant les fonctions primes relatives àxet.r, 
ces deux-ci ,. . • • 

' * ; K w + (*) = o. fir) -f- */(*) = o. 

* « 

\ • 0 ^ - 

fie* deux équations combinées avec le$ deux précédentes, de manière 
à en chasser les dérivées z'.et z r , on aura ces deux-ci , 

. „ • • C'( jO - f;(«) . 

. .. v v* TOrw .f'gî-TO’ 

■ • , * • • , a • 

d’où il s'ensuit que les trois fonctions dérivées £■'(*), f f'(z) doi- 
vent être respectivement proportionnelles aux fonctions dérivées 

• ; • », ‘ • 

‘41. Si dans l’expression généra If de. la distance D, on développe 
les deux fonctions, qu’elle contient en poussant le développement 
jusqu’aux secondes dimensions de i et o, et que l’on suppose que les 
trois équations ci-dessus aient déjà lieu , on aura simplement 

-h A w - A* + ^ A' -+■ Si A , 

2.3 a » # 1 » a.3 m 


m 


en faisant', pour abréger, 

’ . 

A — f [x ,4“ Xi,' y — I- X/?) — I' ^.r -f- A/ , y -+- Xo), 

A; = f’ (x -f- Xi, y -+- Ao) — F’ (.r -f- Xi, y -h Ao), 
etc. 

• p, i 

Donc, si l’équation r = F (p, q) de la surface donnée est telle, que 

. 

• ' 
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l’on puisse encore satisfaire aux trois équations 

z *= F- (*, y) , Z, = F; (x, y), . = F„ & y),' , 

‘ 1 • • 

les termes du second ordre disparaîtront aussi dans l’expression de D, 
et l’on prouvera aisément qu’il sera toujours possiblç de prendre les» 
quantités i et o assez petites pour que la distance D soit plus petite que 
la distance A pour toute autre surface donnée qui ne satisferait pas 
aux mêmes conditions; d’où il suit qu’il sera impossible que cetfe sur- 
face passe entre la surface donnée dont l’équation est 

r == F (/>> <7), 

• <0 ^ 

et la proposée dont l’équation est 

* / # z y)-, ' 

et ainsi de suite." - 

Si l’on représente, en général, par F ( p, (j, r) — od’équation de la 
surface -donnée, qui doit avoir an point de contact avec une autre 
surface dont les coordonnées sontx^ /, z > les trois dernières équations 
seront renfermées dans celles-ci , 


F" (x, y, z) = o, F' jjx, y, z). = o, F ff (x, y, z) = o, 

/ • 

en regardant z comme fonction de x et y ; et ainsi des autres. 

• On pourra donc étendre aux surfaces la théorie des contacts de 
différents ordres que nous avons exposée relativement nnx lignes 
courbes, et en déduire des résultats semblables. Ainsi, ponr le contact 
du premier ordre, on aura l’équation 

F(x* y, *)*= « 

• 

avec ses deux équations primes suivant x et y; pour le contact du 
second ordre, on aura, outre les trois équations précédentes, les trois 
équations secondes de 

F (x, y, z) = o, 

suivant x, suivant/, et suivant x et jt et ainsi de suite. 
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42. Prenons, pour la surface donnée, la sphère dont l’équation la 
plus générale est 

{p. — a y -t- (y — by -+-(r — c'y — d*, ' 

% ’ m J 

p, y , r étant les trois coordonnées d’un point quelconque de sa surface , 
a, b, c les trois coordonnées qui déterminent la position du centre, 
et flMe demi-diamètre on le rayon. • ‘ . 

En changeant dans cette équation p, y, r en .r, y, x, et prenant 
ensuite les *deux équations primes suivant x et y, on aura ces trois 
équations: 

(x — «)* ( y — b)' -t- (s — c) 1 — d 3 = o, 

.r — « -+- z’(z — c) = o, y — è -f- 5,(5— *• c) = o, * 


par lesquelles on pourra déterminer d’abord les trois constantes a,b,c; 
on trouvera ainsi : - - 



a — x -b 
b ==J -t- 


V iH-2 

’ ’ Ji, 




ï’ 






et le rayon d sera encore arbitraire. 

La sphère déterminée par ces éléments sera donc tangente de la 
surface, et par conséquent son rayon sera perpendiculaire à la même 
surface. Ainsi, en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée, 
les trois quantités d, b, c seront les coordonnées de la perpendicu- 
laire à la surface, tétant variable, et .r, y, z constantes. 

Si l’on veut avoir ces éléments a, b, c ,. ainsi que les angles set p du 
n°3ÿ, exprimés en différentielles, il n’y aura qu’à représenter les fonc- 
tions dérivées z\ a, par le9 différences partielles 


43. Pour que la sphère devienne osculatrice de la surface, on aura 
encore trois autres équations qui seront les trois équations secondes 
de la première équation ci-dessus ; mais comme il ne reste plus qu'une 
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arbitraire il, il est clair que l’on ue pourra pas satisfaire à toutes ces 
équations; d’où il suit qu’il est impossible de trouver, pn général, 
une sphère osculatrice d’une surface, comme on trouve le cercle oseu- 
lateur d’une courbe. 

Si, au lieu d’une sphère, on voulait employer la surface formée 
par la rotation d’un arc de cercle autour de sa corde ; connue on aurait 
dans l’équation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait 
alors déterminer ces éléments de manière que le contact du second 
ordre eût lieu, en général, avec une surface quelconque. If en serait 
de même pour toute autre surface dont l'équation renfermerait au 
moins six constantes arbitraires. 




Digitteed by Google 


248 


THEORIE DES FONCTIONS. 

• Y 


« . 


» • i» 


CHAPITRE NEUVIÈME. 


Des tSpf tères osculatriccs. Des lignes de plus grq/idx et de moindre 
. . courbure. Propriétés de cçs lignes* . 


44. Nous venons de voir que parmi toutes les sphères touchantes, 
il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de 
la surface; mais on peut toujours déterminer celle qui'sera oscnlatrice 
d’une courbe quelconque tracée sur la môme surface. Pour ceJa il n’y 
aura qu’à supposer .y fonction dé x, comme dans les edurbes à double 
courbure, et prendre, dam cette- hypothèse, lès équations primes et 
secondes de l'équation de la sphère. * • 


(x — a) 3 -+- ( y — b)\ (z — ’ ’c)*.-*- d 1 = o. 

L’équation prime sera r 

x — a -+- y' (y — i) -t- (z' + j'z,) (z — c) =* 0 , 

> * » *1 

en regardant toujours z comme fonction de x et y, dont les deux 
fonctions primes sont z' et z,, et ensuite y comme fonction de x, dont 
y’ est la fonction prime. On trouvera, de la même manière, cette équa- 
tion seconde , 

< -hr ' 1 +/{y—b) -+- (V -+-/z,) ’ -t- (z'-f- 2 J Y 4-y'\ ■+■/-, ) (z— c) =o . 


L'équation prime est déjà remplie par les deux équâtions primes du 
n° 42, 

x — a -t- z'(z — c) = o, y — b -t- z,(z — c) — o. 
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Ainsi, il ne reste qu’à satisfaire à l’équation précédente, laquelle, à 
cause de j — b -f- z, (z — c) = o, se réduit à celle-ci : 

i -+■/*■+-' (z/ +£%) {z” -+- a y'z +ï'\) (Z — r) = o. 

Si donc on sulwtitue dans cette équation la valeur de c trouvée ci- 
dessus (numéro cité), on en pourra tirer la valeur de c/, et Ton aura 


,f f 1 -hr'*-K *'+/*.)'] J' -M‘’+ . 

**+ar'*.'+ /**,. J . À '< 

Connaissant ainsi le r^yon il de la . sphère osculatrice, on aura, par les 

formules du même numéro, les valeurs des coordonnées n, b, c du 

centre. .. . , .„ .» 

- : .* 

4,‘j. l.a quantité y' x qui entre dans les expressions précédentes, 
dépend de la courbe qui est la projection de celle que I on, suppose 
tracée sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut chercher 
celle dans laquelle le rayon de courbure d sera un maximum ou 
minimum; et pour cela, il n’y aura qu’à égaler à zéro la fonction 
prime de l’expression de d, regardée comme fonction de y' (n° 26). 
.Mais, pour simplifier le calcul, nous observerons que, puisque 
d — (z — e) y/i + z'* - 4 - z’, le maximum ou minimum de d, relative- 
ment à y', répondra au maximum ou minimum de c; ainsi il n’y 
aura qu’à prendre l’-équation prime de la dernière équation ci-dessus 
entre c et y / , en supposant mille la fonction prime fie c , c’est-à-dire 
en ne regardant (pie y' comme variable. On ,'iura de cette manière 
l’équation 

y -+- z, y ( z — ’°) — 

R» •. *’ 

qui, étant combinée avec la même équation, servira à déterminer y' et c. 

Si l’on multiplie cette équation par y* et qu'a# la retranche de l’é- 
quation dont il s’agit, on aura celle-ci plus simple, 

i -+- s"’ -+- y'zz, 4- (z" +y'z ) (z — = o, 

que l’ôn combinera avec la précédente. 


V M. 


• 3a 
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Par l'élimination de z — c, on aura une équation en y 1 de cette forme 
Ay ,a *- B/' — C = o, 
en faisant, pour abréger, 

a =.(i+vK-A>, 

B = z", 

C=(i-t - z'*\z — z'zy-, 

et la résolution de cette équation donnera 

3 ~ aA ’ 

* - - -, ; ••• .. • 

équation du premier ordre eu a:, y et y', puisque z étant, parla 
nature de la surface, une fonction donnée de x et y, les quantités A , 
B, C seront aussi des fonctions données de x et .y. Donc l'équation 
primitive en.x et y renfermera unç constante arbitraire, et représen- 
tera une infinité de courbes qui seront les projections des lignes de 
plus grande et de moindre courbure de la surface proposée. 

Si l'on combine les deux équations ci-dessus de manière à faire dis- 
paraître les termes où y' et z — c se trouvent ensemble, on en tirera 

.. _ (1+0*.— a / 

“ ~ > 

/ • "* 

Drgic, substituant la valeur de y , et faisant, de plus, 

* * t ‘ . • * 


on aura 


!-t de là 


z — c — 


E±y B«-|-4ÀC 
a (***,— *. ’) 


■ * âT*'*.— 

d’où l’on voit que les deux valeurs du radical donnent, l’une le 
maximum, et l'autre le minimum du rayon d. 

Il y a donc, à chaque point de le surface, deux branches qui se cou- 
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pent et qui répondent, l'une à une ligne de plus grande, et l’autre à une 
ligne de moindre courbure; et l’angle sous lequel elles se coupent, 
dépend de la double valeur de la quantité y', qui est égale à la tan- 
gente de l’angle formé par la tangente de la courl>e de projection sur 
le plan des x et y avec l’axe fixe des x. Or, comme la position de ce 
plan est arbitraire, on peut la prendre de manière qu'il coïncide avec 
le plan tangent de la surface, alors la projection de la courbe se con- 
fondra avec la courbe même, et les deux valeurs de y' deviendront 
les tangentes des angles que les tangentes des deux branches de plus 
grande et de moindre courbure feront avec une même ligne; par con- 
séquent, la différence de ces angles sera l’angle cherché sous lequel 
ces branches se coupent ; donc, nommant a et j3 les deux valeurs dey', 
la tangente de cet angle sera, par les formules connues, 


g— (3 _ y'U’-MAC 
i+«|j A — C 

Mais il est facile de voir, par les formules dta n° 38, que, pour que le 
plan tangent d’une surface coïncide avec le plan des x èt y, if faut que 
les valeurs de z' et z, soient nulles. Faisant donc dans les expressions 
de A, B, C, 

z'=o, z,= o, 

on aura 

A = z\ B = z„-z", C = z\ _ ... 

ce qui donne 

A — C=o. 

Ainsi la tangente de l’angle dont' il s’agit sera infinie, jet, par consé- 
quent, l’angle sera droit. D’où l’on doit conclure, en général, queJes 
lignes de plus grande et de moindre courbure d’une surface quel- 
conque sé coupent toujours à angles droits. , . 

46. La propriété du maximum et du minimum n’est pas la seule 
qui caractérise ces lignes, elles sont encore distinguées par rapport à 
leurs développées. En effet, si l’on cherche les conditions nécessaires 
pour que le rayon de. courbure soit partout tangent à la courbe des 
centres, on trouvera, par des considérations semblables à celles du 

3a. 
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n" 55, appliquées aux expressions des coordonnées a, b, c de cette 
courbe (n° 42), que ces conditions se réduisent à ce que les valeurs 
des fonctions primes b', c soient les mêmes, soit que lu quantité d 
soit seule variable, ou que les quantités x,y, z varient en même temps 
que il. Ainsi, si l’on prend les équations primes des trois équations 

(x — «)’ ■+■ (y — b )* + (z — c)* = d\ 
x — a -y. z'(z — e) — o, y — b -+- z, {z — c) = o, 


d'où résultent les valeurs de a, b , c, il faudra que la partie due à la 
seule variation de x, y, z. soit nulle. Or il est visible que la seconde et 
la troisième équation rendent nulle cette partie dans l’équation prime 
de la première équation ; donc il suffira de prendre les équations 
primes des équations 

x — a -+- z'(z — c) = o, y — b -fc z,(z — c) = o, 

* - * *. 

en regardant a, b et c comme constantes. Ces équations seront donc, 
en Regardant, comme ci-dessus (n" 44) , y comme fonction de x, et ; 
comme fonction de x et y. 


i -I- 2'* -t -y'z’z,-h (z" -h y’ z ) (z — c) = o, 
y'-hzÿ'- 1- y y (z +y\) (z — c) = o; 


et si on les compare aux deux équations du numéro précédent, qui 
déterminent le maximum et le miqimum de d, on voit quelles sont 
identiquement les mêmes; d’où il suit que les lignes suivant lesquelles 
le rayon de courbure sera tangent dé la courbe des centres $unt les 
mêmes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure, 

.Mais les expressions de a, b, c du n° 42 donnent, en ne faisant 
varier que d, * * * . . 



. 4'z'_ 

<f I Z !t 1- z]} 

d'Z' 

■ d.' 

~ V I+T’+Î, 1 » 
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d’où l’on tire 


et par conséquent 


a'* -+- b ' 1 -+r c ' 1 = d'\ 




d’où l’on conclura (n° 37 ) que la quantité d sera égale à l’arc de la 
courbe dont a, b, c sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la 
véritable développée des lignes de plus grande et de moindre courbure; 
et réciproquement il n’y aura, sur une surface quelconque, que ces 
lignes qui puissent avoir une développée formée par les rayons de 
courbure. 

Ces propriétés des surfaces sont très-curieuses, et méritent toute 
l’attention des géomètres ; elles donnent lieu surtout à des applica- 
tions importantes pour les grts. ( Voyez les Mémoires de Berlin pour 
l’année 1 760, les tomes IX et X des Mémoires présentés à l’Académie 
des Sciences, et Y Application de l’ Analyse à la Géométrie, par 
M. Monge.) ‘ , r 

Au reste, pour traduire ces formules en calcul différentiel, il n’y 

,, . ; n dr d'y , V . dz dz 

aura qu a changer y , y en ^ et 2 , z„ s , z , en ^ ^ > 

A'z d'z d'z ■ ■ 

dx ’ ’ d,vdy ’ <ly ’ . 
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CHAPITRE DIXIÈME. 

• 

Solution des questions dans lesquelles on propose une relation entre ■ ■ 
les éléments du contact du premier ordre des surfîmes courbes. 
Construction de cette solution. Équation des surfaces dévelop- 
pables. 


47. On peut proposer sur les différents contacts des surfaces, des 
problèmes analogues à ceux qui nous ont occupés, relativement aux 
lignes courbes (chap. III ), et les résoudre par des principes sembla 
blés. Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du pre- 
mier ordre. 

Suivant les formules du n° 41, si l’équation F (p, q, r) — o, de la 
surface donnée, contient trois constantes arbitraires a, b, c, pour que 
cette surface ait un contact du premier ordre avec une surface quel- 
conque rapportée aux coordonnées x, y, 2 , il faut déterminer a, b , c 
en x, y , z par les trois équations, 

F (x, y, z) = o, F'(x, y, z) — o, F ,(x,y, z) — ô, 

dont les deux dernières se réduisent à la forme 

F» -+- s' F' (s) = o «t F'{j) -t- 2 , F' (z) = o. 

Donc," si la question est de trouver la surface pour laquelle les trois ’ 
éléments du contact a, b, c auront entre eux une relation ’ déter- 
minée, il faudra substituer, dans l’équation qui exprime cette relation, 
les valeurs de a, b, c, et si cette équation est entre les quantités a, 
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/>, c et x, y, 2, on aura une équation du premier ordre en .r, y, z, z 1 
et 2,, qu’on pourra traiter par la méthode générale du n° 92 de la 
première partie. 

Mais si l’équation dont il s'agit n’était qu’entre les trois quantités 
a, b , c, b solution du problème serait beaucoup plus simple. En effet, 
il est clair que l'on peut alors supposer que les quantités a, b, c soient 

constantes; et dans ce cas, l’équation 

v ‘ > 

> ™ {x, yi z) = o 

X. _ 

sera l’équation primitive de l'équation du premier ordre donnée par les 
conditions du problème, en y substituant pour yne des trois con- 
stantes o, b, c, sa valeur tirée de l’équation donnée ; on aura ainsi une 
équation primitive qui 11e sera que particulière ; mais, comme elle ren- 
ferme deux constantes arbitraires, on pourra, par la méthode du 
n" 85 de la première partie, trouver l’équation primitive générale qui 
donnera la solution complète du problème. 

On fera donc, suivant cette méthode, b = ça, si n et b sont les 
deux «Distantes arbitraires; et l’on éliminera a au moyen de l'équation 
F (x, y, z) — o et de son équation prime, prise relativement à la seule 
quantité a, équation représentée par 

* F'(a) -h ç'a.F'(b)=o, ' 

» 

en dénotant par F' (a) et F' (b) les fonctions primes de F (.r, y, z), 
relativement aux variables isolées a et b. 

48 . Pour voircomment le système de ces deux équations satisfait au 
problème, on observera d’abord que l'équation F(.r, r, 2) = o repré- 
sente la courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir un con- 
tact du premier ordre; ainsi cette équation résout le problème, 
quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais comme le 
contact demandé par le problème exige seulement que les valeurs 
de 2 et de ses deux fonctions primes z et 2, soient les mêmes pour les 
deux courbes, il s’ensuit qu’il aura également lieu en supposant a et b \ 
variables, pourvu que ces fonctions primes soient encore les mêmes. 
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Or, c’est précisément ce <|ui résulte du système des deux équations 
dont il s'agit, comme on peut s’en convaincre par le numéro cité. 

tfous observerons ensuite cpie la surface représentée par le système 
de ces équations ne sera autre chose que la surface lbrmée par l 'inter- 
section continuelle des surfaces représentées par la même équation 
K (%vV> z) = o, en y faisant varier le paramètre «; de manière que 
cette surface touchera ou enveloppera à ln fois toutes ces différentes 
surlaces particulières. En effet, si l’on représente, ce qui est permis, 

cette surface enveloppante par l'équation 

. 1 1 


J> ?) =?;0, 


dans laquelle a soit une quantité variable quelconque, et que l’on 
cherche à déterminer cette* quantité de manière que la même surface 
touche successivement toutes les surfaces données, il faudra satisfaire à 
l'équation 

• ; - F (a) H- <p'a.F'(b) = o .* 

< .< • • _ * 

pour que les valeurs de z 1 et z f soient les mêmes que celles des sur- 
faces enveloppées. Ceci répond à ce qu'on a trouvé plus haut 

(n° 19), relativement aux lignes courbes.- 

• - -ÿV „ • rt * : * ; * 

49. Puisque l'équation F (x, /, z) = o renferme les trois arbi- 
traires n, b, c qui doivent être déterminées par la combinaison de 
cette équation avec ses deux équations primes prises relativement à j 
et/, en regardant ci, b, c comme constantes ( n° 47 )$ si l’on regarde 
maintenant ces quantités comme des fonctions de x et /, il est clair 
qu’on aura aussi séparément les deux équations primes de la même 
équation relativement à ces quantités. Ainsi, ^cn, désignait par F' (a), 
F/ (6), F'(c) les fonctions primes de la fotiution F (x, )\ T Z j. prises rela- 
tivement aux seules quantités n, L, c considérées séparément, ort aura 
encore ces deux équations primes' ‘ j , .* 

ô 'F' (<i) -f- î'F'(è) -^e'F'(c) *= o, • 

. a, F ' (fl) b t F'.(è) ■+• c,F' (c) = o . 

* * •* , 

Soit c = f(«, b) l équation qui exprime la relation donnée entre 
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tes quantités a, b, c, en prenant de même les deux équations primes, 
on aura 

c' — a'f'ia) -t- b'f'ib), 

f ' (a) et f ' (b) étant les deux fonctions primes de f (a, b) prises relati- 
vement à « et A isolées. Substituant ces valeurs de c'et c, dans les 
deux équations précédentes, on aura 

a' [F' (a) f'(a).F'(e)| i'[F'(è) -t- f'(è).F'(c)J'=: o, 

«,[F'(o) A- f».F'(c)] + i,[F'(é) + f'(i).F'(e)J = o, 

d’où l’on tire cette équation 


• a ' b, - ta * b' a t = o, 

* . ' » ^ • . . * • v' . # 

où la fonction désignée par la caractéristique f n’entre plus. 

Si dortc on substitue dans cette équation a'b t — b'a f = o les va- 
leurs de a, b en x, y, z et z t , on aura une équation du second ordre, 
dont l’équation primitive du premier ordre sera 

. 5 c =* f(a, b), 

la fonction désignée par f étant arbitraire; et l’équation primitive de 
celle-ci, entre x, y, z, sera le système de l’équation 

... . ... ’ * 

et de son équation prime prise relativement à a , après ÿ avoir sub- 
stitué f (a, b) poure, et ça pour b , la fonction ça étant la seconde 
fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette manière, trouver l’équa- 
tion primitive de toute équation du second ordre rédnctible-à la forme 

. • M »/ *■ ^ *-• 

a b f — b a f = o , 

* . M : 

les quantités a, b étant déduites d’une équation quelconque 

ï e 

\ F (x, y , z, a, b, c) — o, 


3 * éd. 


33 
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entre les quantités x, y, z, a, b, c, et de ses deux équations primes 
prises dans l’hypothèse de a , b, c constantes ; ce qui fournit une 
méthode importante pour les progrès de l’analyse inverse des fonc- 
tions de deux variables. 

50. Appliquons la théorie précédente aux plans tangents. Nous 
avons trouvé plus haut que les éléments a, b, c du contact d'un plan 
représenté par l’équation 

f = a -h bp -+- cq, 

sont exprimés ainsi : *’ ... » 

a = z — xz' — yz t , b = z', c = z r 

% 

Donc, si l’on a une équation quelconque entre ces trois quantités, 
laquelle donne, par exemple, 

c = f(a, b), » 

? . . . • * 

l'équation primitive de cette équation du premier ordre sera repré- 
sentée par le système de ces deux équations 

2 = a -h xça ■+■ yf(a, ça), i -f- xç'a yf (a)' = o, 

en dénotant par ç'a et f (a)' les fonctions primes de ça et de f (a, ça) 
relatives à a. La quantité a devra être éliminée pour avoir une équa- 
tion en x, y, z ; et la fonction ça sera la fonction arbitraire. 

Cette équation sera donc celle de la surface formée par l’intersec- 
tion continuelle de tous les plans représentés par l’équation 

z = a -h xça ■+■ yf (a, ça) , 

4 * ■ 

en faisant varier successivement le paramètre a; ce sera, par consé- 
quent, une surface développable, puisqu’on peut concevoir que le 
même plan tangent, supposé flexible et inextensible, s’applique et 
se plie sur la surface sans dupUcature ni solution de continuité; et réci- 
proquement, que la surface s’applique et se développe sur le même 
plan sans se briser ou se replier. 
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Puisque o = z — xz' — yz t , et b — z', on aura 
a' = — xz " — yz , a, = — xz — yz v , b' = z" , b r — z ; 

donc l’équation ab t — a l b'= o (n°49) deviendra 

( xz ' -h yz ) z — (xz - 1 - yz n ) z" = o; 

savoir. 



Ce sera l’équation générale des surfaces développables, dont, par' 
conséquent, l’équation primitive sera le système de ces deux-ci : 

2 = a ■+■ x$a +yfa et 1 4- a<p'a 4- yf’a —o, 


et fa dénotant deux fonctions arbitraires de a. ( V oyez le tome X 
des N oui Commentarii de Pétersbourg, et les ouvrages déjà cités à la 
fin du chapitre précédent.) 
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Des plus grandes et des moindres -ordonnées des surfaces courbes. 
Solution générale des rjuestions de maximis et minimis. Manière de 
distinguer les maxima des minima, dans les fonctions de plusieurs 
variables. » 


St. Si J'on demande les plus grandes et les moindres ordonnées 
d’une surface donnée, il est aisé de concevoir qu'elles ne peuvent 
répondre qu'aux points où le plan tangent devient parallèle au plan 
des x et / ; donc on aura, dans ces points, tanga = o, et par consé- 
quent (n°39) 

z'* -+- z* = o, 

ce qui ne peut avoir lieu qu’en faisant à la fois z' = o et z t — o. Ce 
sont là les conditions nécessaires pour que l’ordonnée ; devienne un 
maximum ou un minimum. 

* 

Puisque 2 peut représenter une fonction quelconque de x et/, 011 
en conclura, en général, que, pour qu’une fonction de deux variables 
devienne un maximum ou un minimum, il faut que ses deux fonctions 
primes relatives à chacune de ces variables soient nulles. 

. .Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la consi- 
dération des louchons d’une seule variable, suivant la théorie du 
n° ‘if-, et trouver en meme temps lçs conditions nécessaires pour que 
le maximum ou minimum ait lieu. F.n effet, z étant fonction de x et/, 
on peut supposer d'abord x donné, et chercher le maximum ou mini- 
mum de s relativement à/; on aura, pour cela, l’équation z, = o, et 
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ensuite z n < o pour le maximum, et > o pour le minimum. Si donc 
on substitue dans z la valeur de .y tirée de l’équation z f — o, cette 
quantité z deviendra une simple fonction de x, et sera déjà un maxi- 
mum ou minimum relativement à y. Il n’y aura donc qu’à la rendre 
encore un maximum ou minimum relativement à la quantité x qui 
avait été supposée constante ; or, y devant maintenant être regardée 
comme une fonction de x donnée par l’équation z r — o, il est clair 
que la fonction prime de z relativement à x ne sera pas simplement z', 
mais z'h-j'z,; et sa fonction seconde, relative aussi à x, sent 
z" -+- ay'z' -t- y'*z n H- y"z l , en désignant toujours par y' et y" les 
fonctions primes et secondes de / relativement à x. % On aura donc 

z' -h y'z,= o; 

et comme on a déjà z f — o, cette seconde équation se réduira à 
z' — of De sorte qu’on aura, pour la détermination de x et y, les 
deux conditions z' 6 , S t = o, comme plus hauf. 

Maintenant, ilfaudra de plus que l’onaitz' , '-+- ayV 
pour le maximum, et >0 pour le minimum; mais, comme y doit être 
déterminée par. l’équation z, = o, y' le sera par son équation prime 

A y - ' ' * 

z '. o. 




laquelle donne 

Ainsi l’on aura, pour le maximum, 

„rr 

et pour le minimum, 


<0. 


2 — -r>°; 

■f z n 

ou bien, puisque z n doit être aussi < o dans le premier cas, et > o 
dans le second, il faudra que l’on ait, tant pour le maximum que pour 
le minimum , . - , . " 4 , > . 

rr 

z z — z >0- 

tt t ^ m 

D’où l’on peut conclure que les valeurs de x et y, tirées des équations 
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z’ = o et z, = o, donneront un maximum ou un minimum, suivant que 
l'on aura z ff < ou >o, pourvu que l’on ait en même temps 


ce qui emporte, comme l’on voit, la condition que z" et z n soient de 
même signe. 

Donc, si z"z ff — z ’ = ou < o, il n’yaura ni maximum ni minimum, 
à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi, auquel cas le 
jugement dépendra des fonctions quartes, et ainsi de suite. 

Il ne suffit donc pas, pour l’existence du maximum ou minimum, 
que l’on ait z" < o et z„<o, ou z"> o et z„>o, commê on pourrait 
le conclure du chap. XI de la seconde partie du Calcul différentiel 
d’Euler. 

» . \ 

ü2. 11 est facile d’appliquer la méthode précédente aux fonctions 
de trois variables. Supposons que »soit fonction des variables .r, y, z ; 
regardant d’abord .1 et y comme constantes, et z seul comme variable, 
on aura, suivant la notation déjà adoptée (n° 92, première partie), 
( « = o pour la condition du maximum ou minimum, et ensuite „u<o 
pour le maximum, et H u > o pour le minimum. L’équation t u == o 
donnera la valeur de z en x et y, qu’on substituera et qu’on sup- 
posera substituée dans la fonction «, moyennant quoi cette fonction, 
ne contenant plus que les deux variables x et y , retombera dans le 
cas que nous venons de résoudre. 

Pour construire des formules générales, on remarquera que si u 
n’était qu’une fonction de x et y, on aurait, pour le maximum et le 
minimum, les conditions u' — o et u / = o\ ensuite pour le maximum, 
u n < o , et pour le minimum, u f >o, et enfin u"u — u ’>o pour les 
deux cas. Mais, puisque « contient de plus z, qui est elle-même une 
fonction de x et y, les valeurs des fonctions désignées par u', u f , 
u ", etc. , ne seront pas simplement exprimées par ces quantités ; 
mais il faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la quan- 
tité z, regardée comme fonction de x et y. Ainsi, en prenant les 
fonctions primes et secondes de u, on trouvera que la quantité u' 
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devient u' -t- ,«z', que la quantité u r devient u- 4- «,z, , que la quan- 
tité 1/ devient u" -f- a ,u'z' ■+■ ,uz" -+- ff uz'% que la quantité «„ 
devient u n -+- ^,u,z l +',uz g -f- „«* î , et que la quantité u devient 
u -f- l u l z' t u' z, -t- ,uz -t- „uz'z i; 

Donc on aura d’abord, pour Je maximum ou minimum, les deux 
conditions . ;• . , • v . ' . 

n' -f-,«z' = o, «, — o; 

» ■' ■ 

de sorte qu’à cause de ,« = o, on aura ces trois équations 
u' — o, «,= o et ,u = o; 

c’est-à-dire les trois fonctions primes de u relatives à x, y , z, chacune 
égale à zéro. 

Ensuite, à cause de t u—o, on aura u„-h a,«,z, -1- ^uz* <0 pour le 
maximum, et >0 pour le minimum; et pour l’un et l’autre, 

{u” -yifi'z' -y ,uz*) («„-3-a,u,z,+/tz*)> (u’ -t-,«,z'-i-X z,H- Jr nz , z > )’. 

Mais, comme la valeur de z en x et y dépend de l’équation ,« *=; o, 
on prendra ses deux équations primes suivant x et y, pour avoir les 
valeurs de z et de z f ; on aura donc . 


d’où l’on tire 


-H = o et ff az, = o; 




, Z V = * 


On substituera donc ceï valeurs, et comme l’on a déjà trouvé r u <0 
pour le maximum, et > o pour le minimum, en multipliant la pre- 
mière condition par n u, on aura une quantité qui devra toujours être 
> o. Donc les conditions pour le maximum ou minimum se réduiront 
à ces trois-ci : • , 

„« < o pour le maximum et >0 pour le minimum, 

. — y>°i 

et r (/««* — y) 
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On voit, par la inarche de cette méthode, comment elle peut s'é- 
tendre à un plus grand nombre de variables, et on en peut d’abord 
conclure, en général, que l’on aura les équations du maximum ou 
minimum d’une fonction quelconque de plusieurs variables, en égalant 
à zéro les fonctions primes de cette fonction, prises relativement à 
chacune de ces variables ; ce qui donnera autant d’équations que de 
variables. A l'égard des autres conditions nécessaires pour l’existence 
du maximum, ou minimum, on les trouvera successivement parles prin- 
cipes et les formules que nous venons d’exposer. 

53. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et mini- 
mis, supposons qii’on demande la plus courte distance entre deux 
lignes droites données de position dans l'espace. Soit pour l’une des 
droites l’abscisse .r, ses deux ordonnées seront de la forme a 4 - bx 

t ' " 

et c -t- dx; soit pareillement pour l’autre droite l’abscisse y prise sur 
le même axe, les deux ordonnées rapportées aussi aux mêmes axes 
cpie celles de la première droite, seront de la forme A 4- Br et C 4 - Dy; 
donc, le carré de la distance entre les deux points qui répondent aux 

abscisses x et y sera exprimé par cette formule 

» 4 • 

( x — y)* -t- (a'— A bx — B/)* -+- (ç — C -h dx — Dy) 1 ., 

*» * J.*' P* 

que lious ferons, pour plps /le simplicité, égale à iz. 

En prenant les fonctions dérivées, on aura 

z' — x — y b [a — A 4- bx Jîy) -h d(c — C -h dx — Dr), 
z, — — fa— y) t- B (a — A bx — Bj) — D (e 5- C 4 - dx — Dr), 
z” = 14-^4-d 1 , 1 4 - B’-t-D 5 , - 1 — bK-dl). 

Donc, 1 *. on aura, pour la détermination des deux inconnues .r 
' et y, les équation ? 

x — y -h b-(a — A -h bx — B/) 4 - d (c — C 4 - dx — Dj) = o, 
x — y 4- B (a — A4 - bx — Bj) 4- D (e 4 - C 4- dx — Dj) = o. 

2 0 . Puisque la valeur de z" est nécessairement positive, il He pourra 
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y avoir que le mininuim; mais il faudra de plus que l’on ait la condi- 
tion 

z "z „ — *’>o; 

savoir, 

( l + i ! + rf’)(i+l! , + D a ) — wr-t- rfD)» ÿ O, 

Or c'est ce qui a lieu, quelles que soient les valeurs de b , </, 11, 
I) ; car la condition précédente peut se mettre sous cette forme 

• ■ . » ’ 

(b — B) 5 ^(d — D)> H- (6B — </D) a >o. 

Comme les équations en r et r sont linéaires, la détermination de 
ces quantités n'a aucune difficulté; nous ne nous y arrêterons pas, 
d’autant que ce problème est susceptible d’une solution géométrique 
fort élégante. 

54. On peut encore, dans la recherche des maxima et mininia «les 
fonctions de plusieurs indéterminées, considérer toutes les variables 
à la fois; ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en effet, 
f (x, y, z, u...) la .fonction proposée; si l'on suppose que les quan- 
tités x, y, z, u, etc., aient déjà les valeurs convenables pour le 
maximum ou minimum, il faudra qu'én substituant .r -h p, y -+- q, 
z -t-r, u ■+■ s, etc., à la place de’X, y, z, «, etc.; dans la fonction 
dont il s'agit, sa valeur devienne toujours plus petite dans le cas du 
maximum, et toujours plus grande dans le cas du minimum, «pielles 
que soient les. valeurs de p, q, r, s, etc.., et quelque petites quelles 
soient; c’est ce qui résulte de la nature même du maximum ou minimum . 

Développons la fonction f (x -y p, y -4- «jfc, ; -+- r, «-h x ) , sui- 

vant les puissances et les produits des quantités q, r, r, etc. , par 
les formules du théorème général* (n° 78, première partie), et arrêtons- 
nous aux premiers termes de ce développement. 

Si l'on désigne simplement (ainsi que nous l’avons pratiqué jusqu’ici) 
par f'(x), f '( j), f'(z), f'(«), etc., les fonctions primes de la fonction 
f (x, y, z, u...), prises relativement à x, y, z, u, etc., considérés sé- 
parément, et que l’on désigne de plus par f"(x), f ff (x, y), f "(/), 
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z), f "(/, z), f"(z), etc., les fonctions secondes de la lonction 

• f (x fyj, y “I - tyfi " “f - u ■+■ 

prises relativement k x seul, à x et y, à y seul, à x et z, à y et z, et 
ainsi de suite, on aura 

. f (x -h p, y -y q, z -+- r, « -f- s...) 

— f ( x , y, z, u...) -y- pî'{x) -y- qf'(y) -+- rf'(z) -y '(«) -I- .... 

+ {//f» + P qV'{x,y) -y- \<fï"(y) - y - pr{'(x, z) -y |r’f"(z) 

-y yrt*(y, z) -y.... 

Le coefficient à désigne un nombre indéterminé compris entre o 
et r , et qui sera le, même dans la même fonction, mais pourra être 
différent dans les différentes fonctions. 

Donc il faudra que la quantité 

• pf’(x) -y qf'(y) -y- rf'(z) -f- jf'(u) -y... 

•+->’*» -y P qf'(x,y) + ■+■ .... 

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum, 
en donnant à p, q, r, etc., des valeurs quelconques aussi petites que 
l’on voudra. IVoù l’on conclura d’abord, par un raisonnement ana- 
logue k celui du n° 25, que cette condition ne pourra être remplie, k 
moins que les termes multipliés par les premières puissances de p, q, 
r, etc., ne soient nuis chacun en particulier, ce qui donnera les équa- 
tions 

f'(x) = o, f'(jr)==o, f'(z)=o, f'(u) = o, etc., 

qui sont communes au maximum et au minimum, et qui, étant en 
même nombre que les indéterminées x, y,'z, u, etc., serviront à dé- 
terminer leurs valeurs. 

55. Mais pour que ces valeurs donnent, en eflét, un maximum on 
un minimum, il faudra encore que la quantité restante 

■ lp't'\x) -+- pqf”{x, y) -t- {q* ("{y) -f- prf"{x, z) 

+ qr{'(y,z)-y.{rH”(z) -y.... 
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soit toujours positive pour le minimum, et négative pour le maximum, 
quelles que soient les valeurs de p, 7, r, etc., et quelque petites 
qu elles puissent être. 

Comme les fonctions f"(.r)} f n {x,y), etc., qui multiplient les 
carrés et les produits des quantités p, 7, r, etc., renferment elles- 
mêmes ces quantités, il pourrait être difficile, et peut-être impossible 
de déterminer les caractères nécessaires pour que la condition dont il 
s’agit ait lieu rigoureusement: mais j’observe que si l’on suppose 
A = o, ces fonctions deviennent indépendantes de p , 7, r, etc. , et ont 
des valeurs déterminées; et l’on trouve alors, comme on le verra dans 
un moment, des conditions entre ces mêmes fonctions, qui ne con- 
sistent que dans des inégalités entre des quantités composées de ces 
fonctions. Ces inégalités, étant supposées avoir lieu pour des valeurs 
déterminées de .r, s, etc., auront lieu encore pour les valeurs peu 
différentes x Jp, y -1- A7, z -l- Ar, etc. , tant que les quantités A p, 
A7, A r, etc., ne passeront pas certaines limites qui pourront être aussi 
peu étendues que l’on voudra. Donc, puisque la condition exigée 
pour le maximum ou minimum n’a besoin d’être remplie que pour 
des valeurs quelconques de p, 7, r, etc. , aussi petites que l’on voudra, 
il s'ensuit qu’il suffira de satisfaire à cette condition dans le cas de 
A = o; par conséquent on pourra supposer tout de suite A = o, ce 
qui réduira les fonctions ff (r) , f w (.r, y) , f "(_>•), etc., qui entrent dans 
la quantité ci-dessus A/^f^se) •+- pqf"(x,y) -H ..., à n’être que les 
fonctions secondes de la fonction donnée f (x, y, z, .) prises rela- 
tivement à a? seul, à xet y, etc. 

06. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu’une 
quantité de la forme 

A p* -f- üpq Cq* -t- Dpr -+- Eqr -t- Fr’ -t- . . . , 

dans laquelle A, B, G, etc., sont des quantités données, et/;, 7, r, etc., 
dénotent des quantités indéterminées, soit toujours nécessairement 
positive ou négative, quelles que soient les valeurs de p, 7, r, etc. 

Supposons qu’elle doive être toujours positive, il est évident que, 
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pour le cas contraire, il suffira de prendre négativement les coeffi- 
cients A, B, C, etc. Puisque cette quantité ne doit jamais devenir 
négative, il suit qu’elle doit avoir un minimum positif; et réciproque- 
ment, si elle n’a que des minima positifs, elle ne pourra jamais de- 
venir négative. Il n'y a donc qu’à cliercher les conditions nécessaires 
pour que la quantité dont il s’agit ait des minima tous positifs. 

Suivant l’esprit de la méthode exposée ci-dessus (n° 52), on pren- 
dra les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relative- 
ment à une seule variable, comme p, et l'on supposera la fonction 
prime égale à zéro, et la fonction seconde positive. On aura ainsi 
l’équation 

aA p -+- B rj -+- Dr -+- ... = o, 
et la condition A>o. 

On substituera la valeur de p , tirée de l'équation précédente, dans 
la quantité proposée, laquelle deviendra ainsi delà forme 


en faisant 

L = C 


I j q* -+- !VI (jr Nr’ Pgs -I- . . . , 

B- HD « ^ D’ 


4 A 


àl = F. 


i A 


N = F 


4 A 


etc. 


On prendra, de la même manière, les fonctions primes et secondes 
rie cette transformée relativement à une seule variable g, et faisant 
la fonction prime égale à zéro, et Jjf fonction seconde positive, on aura 
de nouveau l’équation 

. aLry -f- Mr -t- P.f.+ ... = o, 

. ’ . , * « *' ■ ’ 

et la condition L>o. 

On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur 
de g, tirée de cette équation ; on aura la nouvelle transformée 

T r 1 -f- Yrs -+- Xs 1 -(-... = o, 

dans laquelle les coefficients T, V, X, seront donnés en L, M, N, etc., 
comme ceux-ci le sont en A, B, G, etc.; et continuant le même pro- 
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cédé, on aura l’équation 

aTr Vf = o, 

et la condition T >o; et ainsi de suite. 

Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transformées," 
celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées p, </, 
r, etc., et qui sera, par conséquent, de la forme sera elle-même 
le minimum de la quantité proposée; d’où il s'ensuit que les condi- 
tions pour que cette quantité ait un minimunf positif seront 

» A>o, L>o, T>o...Z>o; 

et comme les équations qui déterminent les valeurs de p, (j, r, etc., 
sont toutes linéaires, on en conclura que ce minimum sera le seul qui 
puisse avoir lieu. Ainsi, le problème est résolu rigoureusement. 

Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations, 
la quantité proposée deviendra de la forme 

■+ T ( r_| - —ar-’j 

_ • 4 - 1 

laquelle sera évidemment toujours positive ou négative, suivant que 
les coefficients A, L, T, etc., le seront tous à la fois ; et l’on voit en 
même temps par cette forme que les quantités A, L, T, etc., pour- 
ront être milles, pourvu qu’elles ne le soient pas toutes à la fois. 

Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc celles 
du maximum ou minimum de la fonction f (x, y, z, «,...), en faisant 
pour le minimum, 

A = if>), B = ry, >), C = etc. , 

et pour le maximum, * * . 

A = -^fy), ,B = -f>,j), C = -irir), etc- 

11 est facile de voir l’accord de ces résultats avec ceux du n” Sî; mais 
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ia méthode précédente a l'avantage de fournir un moyen simple d'é- 
tendre ces résultats à un nombre quelconque de variables. 

57, Les principes exposés jusqu’ici sur la théorie des maximis et 
/ ninimis conduisent à cette conclusion générale: si dans une fonction 
quelconque des variables x, y, z , etc., l'on substitue à la place de 
ces variables les quantités x -+-/>, y -+- q, z -h r, etc. , et que l’on 
développe la fonction suivant les puissances et les produits des quan- 
tités p, f/, r, etc., les termes où ces quantités ne se trouveront qu’à 
la première dimension, étant égalés chacun séparément à zéro, donne- 
ront les équations nécessaires pour que la fonction proposée devienne 
un maximum ou minimum ; ensuite on considérera la quantité com- 
posée de tous les termes où p, y, r, etc., formeront deux dimen- 
sions, et il faudra pour le minimum que cette quantité soit toujours 
positive, et pour le maximum toujours négative, quelles que puissent 
être Jes valeurs dé p, y, r, etc. 

Si tous ces termes s’évanouissaient à la fois, il faudrait alors, pour 
l’existence du maximum ou minimum, que tous les termes où p, y, 
r, etc., formeraient trois dimensions, disparussent aussi à la fois, et 
que la quantité composée des termes où p, y, r, etc., formeraient 
quatre dimensions, fût toujours positive pour le minimum et toujours 
négative pour le maximum, p, y, r, etc., ayant des valeurs quel- 
conques; et ainsi de suite. Ce qui répond, comme l’on voit, au théo- 
reine du n“ 25. 

Noûs ayons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les con- 
ditions qui rendent une quantité de la forme Ap 1 -f- F \py -t- tou- 

jours positive on négative; on pourrait, de la même manière, cheroher 
celles qui rendraient toujours positives ou négatives des quantités de 
la forme A// -+- Dp 1 y 4 - ...; mais l’application de la méthode géné- 
rale à ce cas serait sujette à des difficultés du calcul qui pourraient la 
rendre impraticable ; et c’est là un problème d’algèbre dont il serait 
à désirer que l’on put avoir une solution complète. 

58. Nous avons supposé jusqu'ici que les variables qui entrent 
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dans la fonction sont indépendantes les unes des autres; mais s'il y 
avait entre elles une ou plusieurs équations, il faudrait commencer 
par éliminer, au moyen de ces équations, autant de variables dans la 
fonction proposée, on chercherait ensuite la condition du maximum 
ou minimum par rapport aux variables qui seraient restées dans la 
fonction. C’est la méthode qui se présente naturellement ; mais on 
peut la simplifier beaucoup, en conservant toutes les variables et ré- 
duisant l’élimination aux seules quantités p, q, r, etc. 

En effet, supposons que l’on ait entre les variables x, y, 2, etc., , 
l’équation de condition 

?.(■*» />*•••) =°! 

comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de 
x, y , s, etc., elle aura donc lieu aussi en mettant x -f- p, y -y q. 
z -y r, etc., à la place de x, y, z, etc.; par conséquent, on aura, par 
un développement semblable à celui du n° 78, (première partie), l’é- 
quation 

p<t'(x) -f- q9'(y) -t- r<p'(z) h- ... 

-t -jpWfc) -y pq<f(x, y ) -f- V/Vfj) •+-•••= o, 

d’où l’on pourra tirer la valeur de p, en série, que l’on substituera 
dans le développement de la fonction qui doit être un maximum ou 
un minimum; ou bien on ajoutera simplement à ce développement la 
quantité qui forme le premier membre de l’équation précédente multi- 
pliée par une quantité quelconque indéterminée qui pourra même être 
de la forme 

a-ybp-ycq -ydr-y ... y-lp*-y rrqjq -y . .., 

4 . 

les coefficients a, b, c, etc., étant indéterminés, et l’on égalera à zéro 
tous les termes qui contiendront la quantité/;, ce qui servira à, déter- 
miner les inconnues a, b , c, etc. f 

Comme les équations du maximum ou minimum résultent de l'éva- 
nouissement des termes où les quantités p. q, r, etc., ne sont qu'à la 
première dimension, il suffira d’égaler à zéro chacun de ces termes . 
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ce qui donnera sur-le-champ les équations r 

l' , ('4 -f- <«p'(-r) —o, f'( j) aç'(y) =0, f'(z) 4- af>'(z) =0, etc. , 

que 1 on réduira ensuite à une de moins par i 'élimination de f incon- 
nue a. A l’égard des termes où les quantités p , y, r, etc., lormeront 
deux dimensions, on déterminera, par les méthodes exposées ci-des- 
sus, les conditions qui doiveht avoir lieu entre les coefficients de ces 
termes, et l’on cherchera a satisfaire à ces conditions de la manière la 
plus générale, au moyen des quantités arbitraires b, c, <!, etc. 

Nous ne faisons ici qu’indiquer cés procédés dont il sera facile de 
faire l’application ; mais on peut les réduire à ce principe général : 
Lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit être un maximum ou 
minimum, et qu’il y a entre cés variables une ou plusieurs équations, 
il suffira d’ajouter à la fonction proposée les fonctions qui doivent 
être milles, multipliées cliaeune par une quantité indéterminée, et de 
chercher ensuite le maximum ou minimum comme si les variables 
étaient indépendantes; les équations que l’on trouvera coiqbinées avec 
les équations données, serviront à déterminer toutes les inconnues. 

.’iî). On peut résoudre, par les mêmes principes, les questions’où il 
s’agit de trouver des courbes qui jouissent, dans chacun de leurs points, 
de quelque propriété donnée de maximum ou minimum. 

Supposons, par exemple, que l’on demande la courbe dans laquelle 
la quantité que nous avons nommée IC dans h* problème du n° 15 , soit 
ou maximum ou minimum à chaque point de la courbe. Cette quantité 
est exprimée par la fonction 

[y -h (rn — a-) y'] [y -+- (« — -r) y') , 

et la question consiste à trouver la valeur de y en x, «pii rendra cette 
fonction un maximum bu minimum. Si les deux quantités y et y’ étaient 
indépendantes t’une de l’autre, on pourrait déterminer le maximum 
ou minimum relativement à chacune de ces variables ; mais comme ces 
quantités dérivent l*une de l’autre, et que leur relation demeure in- 
connue tant que l une d’elles n’est pas une fonction déterminée de .r, 
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on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport à l’une 
de ces quantités ; et il est naturel de prendre pour variable la quan- 
tité y' qui détermine la position de la tangente, en regardant les coor- 
données x et y comme données pour chaque point de la courbe. 

On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonction 
proposée, relativement à la quantité^' regardée comme seule variable; 
et égalant à zéro la fonction prime, on aura sur-le-champ l’équation 

( y -f- (n — x)j'] (m — jc) -+- [j -f- (m — x) j'](n — x) — o. 

laquelle donne, comme dans le numéro cité, 

Y > - (ajr — m— n)y ■ . 

’ î(ot— x)(n — x)t . 

pour l’équation de la courbe cherchée. 

Ensuite on aura la fonction seconde a {m — x) (n — ja) , laquelle fait 
voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la courbe pour 
laquelle les deux quantités m — x et n — x seront de signes differents, 
et que le minimum aura lieu pour la partie où m — x et n — x seront 
de même signe ; de sorte que le maximum aura lieu pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites fh et n, et le minimum pour 
les valeurs de x qui tomberont hors de ces limites. 

L’équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre, elle est 
susceptible d’une équation primitive avec une constante arbitraire ; 
et si on la met sous la forme 

-2- = — t--A- r 

y x — m x — n 

on en déduira sor-Ie-champ cette équation primitive , 

2 logj = log (x — m) -f- log (x — n) -h log A, 
et, passant des logarithmes aux nombres, 

y* = h (x — m) (x — n), 

où h est une constante arbitraire. Cette équation est de la même 

3* rd. , 35 . 
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forme que celle que nous avons trouvée dans l’endroit cité; ce qui 
doit être, puisqu’elles viennent l’une et l’autre de la même équation 
du premier ordre. En effet, l’équation trouvée ci-dessus, pour le 
maximum ou minimum, étant multipliée par y", a pour équation pri- 
mitive 

0+ ('»—■*)/ J [/-+- (» — x)jr' ] = K , 

K étant une constante arbitraire; et celle-ci, combinée avec la même 
équation pour en éliminer /', donnera le résultat trouvé dans le même 
endroit. 

Donc, rapprochant cette solution de celle du n° li>, on en conclura, 
en général, que les sections coniques ont non-seulement la propriété 
déjà trouvée, que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires 
élevées aux deux extrémités de Taxe, des parties dont le produit est 
constant, mais encore celle -cl, que la position de la tangente à chaque 
point de la courbe, regardé comme donné, est telle que ce même pro- 
duit est un maximum pour l'ellipse, et un minimum ou plutôt un 
maximum négatif pour l'hyperbole. 

60. En général, si l’on demande la courbe dans laquelle une fonc- 
tion doiinée de x, y, y', y", etc. , sera un maximum ou minimum, on 
pourra chercher le maximum ou minimum relativement à chacune des 
quantités y, y' , y”, etc., ce qui donnera autant de solutions diffé- 
rentes; et l’on aura toujours, généralement parlant, pour la courbe 
cherchée, une équation du même ordre que la fonction proposée. 

Si cette fonction était une simple fonction des éléments a, b, c, etc., 
du contact ( n ° »0), en cherchant le maximum ou minimum relative- 
ment à la dernière des quantités/, y\ y", etc., on trquverait néces- 
sairement la même équation que l’on aurait, pour le problème dans 
lequel on supposerait cette même fonction égale à une constante; c’est 
de quoi il est facile de se convaincre par l'analyse des n°* 20 et 18. 
En effet, en égalant à zéro la, fonction prime de f (a, b, c...), prise 
relativement à la plus haute des fonctions dérivées y', y", etc. , on 
aura la même équation que si l’on prenait, en général, la fonction 
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prime de l'équation 

f («, b, c...) = const., 

relativement à .r, y, y', etc. D’où l’on voit que ces deux genres de 
problèmes, quoique fort différents dans le fond, conduisent néanmoins 
aux mêmes résultats, et sont, par conséquent, susceptibles des mêmes 
solutions. Ainsi on pourra appliquer ici tout ce qui a été dit dans les 
endroits cités. L'exemple du numéro précédent est, comme l'on voit, 
un cas particulier de ces mêmes problèmes. 
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CHAPITRE DOUZIÈME. 


Des questions de maxiinis et niinimis qui se rapportent a la méthode 
des variations . De l'équation commune au maximum et au mini- 
mum; et des caractères propres à distinguer les maxima des minim.: . 


<il. Si le maximum ou minimum, au lieu d'ètre une fonction don- 
née de x,y, y',y", etc., devait être la fonction primitive de celle-ci, 
regardée comme une fonction prime, alors il ne serait plus permis de 
traiter les quantités /, y', y”, etc., comme indépendantes et isolées, 
|>arce que la fonction primitive d’une fonction de ces quantités dépend 
elle- même de la relation tpi' elles peuvent avoir entre elles. Les pro- 
blèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous 
le noin de calcul des variations ; ils ne demandent pas une analyse 
nouvelle, mais une application spéciale de l’analyse des fonctions que 
nous croyons devoir exposer ici, à cause de l’importance de la manière. 

Soit donnée la fonction f (æ, y, y', y"...), dans laquelle y est sup- 
posé une fonction de .r ; il est évident que l’on ne peut, généralement 
parlant, avoir la fonction primitive de cette fonction donnée, sans con- 
naître la valeur de y en x. Mais on peut chercher quelle devrait être 
cette valeur, pour que la fonction primitive de f(x,y, y ' , y " fût 
un maximum ou un minimum, en supposant que cette fonction soit 
nulle lorsque x aura une valeur donnée a, et qu’elle devienne un 
maximum ou un minimum lorsque .r aura une autre valeur donnée b. 
il est évident qu’en prenant y pour la valeur cherchée, il faudra , 
par la nature du maximum ou minimum, que la fonction primitive 
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rie la fonction 

f (*> y ■+■ y' Mi y" -+- <*" '•••)> 

qui résulte de la fonction donnée, en mettant y 4 - u à la place de y, 
soit toujours, entre les mêmes limites de x, moindre dans le cas du 
maximum, et plus grande dans le cas du minimum, que la fonction 
primitive de f (x, y, y 1 , y" ...), quelle que soit la valeur de a>, que 
l’on pourra regarder comme une fonction quelconque de x, et quelque 
petite que cette valeur puisse être. 

La fonction f(x, y- 1- u, y ' -H a' , y" -f- ai"...), étant développée 
suivant les puissances et les produits de », u ' , ai", etc. , d’une manière 
semblable à celle du n° 78, (première partie}, deviendra 

f (*, y, y', y'-) + «f '(y) -+- »'('(/) 4 - o n i\y') 4- ...' 

+ wny) + *»’ny,y) + + .. . 

où les quantités f'(y), f / (/ / ), f'(j"),etc., dénotent les fonctions primes 
de f '(x, y, y', y". . .) prises suivant y, y\ y", et les quantités ("{y), 
f "(y, y'), f"(y')> etc-, dénotent lès fonctions secondes de la fonction 
f (x,y 4- A», y' 4- A»*’...), prises relativement à y seul, à 

y et y', h y' seul, et ainsi de suite; le nombre A est indéterminé ou 
plutôt inconnu, et peut être différent dans les différentes fonctions, 
mais il doit être le même dans la même fonction, et il doit toujours 
être renfermé entre les limites o et 1 . 

Donc il faudra que la fonction primitive de la quantité 

«f'(j) + • , f , (jr') - 1 - •'*'(/'} -f- ... 

4-? f '(J) 4-^'f'(^/)4-^fV)+ ... 

ait toujours une valeur négative pour le maximum, et une valeur 
positive pour le minimum, quelque valeur que l’on domie à la fonc- 
tion », et aussi petite que cette valeur puisse être, en prenant cette 
fonction primitive de manière qu’elle soit nidle lorsque x — a, et y 
faisant ensuite x = b. ' " . - • • 

Or, sans connaître la quantité », on peut prouver qu’il est toujours 
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possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la 
partie qui 11e contient que les premières dimensions de », »', »" , etc. , ait 
une valeur plus grande, positive ou négative, que la fonction primitive 
de l’autre partie. Car, en substituant ùt à la place de », et étant une 
quantité variable quelconque, et i un coefficient constant, la première 
partie se trouvera toute multipliée par i, et la seconde le sera par / 3 . 
et leurs fonctions primitives seront aussi multipliées par i et par * * ; et 
il est visible que l'on pourra toujours donner à i une valeur assez 
petite pour que la première de ces fonctions surpasse la seconde, du 
moins tant qu’elle ne sera pas nulle.* D’où l’on conclura que l’on 
pourra toujours prendre la quantité » assez petite pour que la valeut 
totale de la fonction primitive dont il s’agit soit nécessairement posi- 
tive ou négative, suivant que celle de la première partie de cette fonc- 
tion le sera. Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe, en 
changeant le signe de la quantité ». Donc il sera impossible que la fonc- 
tion totale soit constamment positive ou négative, indépendamment de- 
là valeur de », à moins que la fonction primitive de la partie qui ne 
contient que les premières dimensions de », »', »", etc. , ne soit nulle, 
quelle que soit la valeur de ». Donc le maximum ou minimum ne 
pourra avoir lieu, à moins que la fonction primitive de la fonction 

»f'(j) "'f'O"') ■+* «'/'(/•') ■+■ ■■■ 

ne soit nulle, quelle que soit la valeur de ». 

Cette fonction étant nulle, il faudra alors que la fonction primitive 
de l’autre partie 

i»’P(j) -H »»'P( J, y') -t- -K- 

soit positive pour le minimum, et négative pour le maximum, en don- 
nant à » une valeur quelconque aussi petite que l’on voudra. 

62. Pour satisfaire à la première de cas conditions de la manière 
la plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité » doit 
demeurer indéterminée, la fonction primitive de la fonction 

»f'(/) -H «'f'(j') -+- »"f'(jr") -+- ... 
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ne peut être que de la fohne 

a -+- «jj -H ta' y -4- ta" S -4- - . . , 

où la plus haute des fonctions dérivées tu , tu" , etc*, sera d’un ordre 
moindre que dans la fonction proposée; c’est de quoi il est facile di- 
se convaincre avec un peu de -réflexion sur la forme des fonctions dé- 
rivées. Prenant donc la fonction prime de cette quantité, en regardant 
a, fi, y, etc., comme des fonctions de x, y étant supposé aussi fonc- 
tion de x, on aura 

a. eufi -f- ta ( fi H- y r ) -4- ta' (y -I- S 1 ) -I- . . . , 

et, comparant avec la fonction proposée, on aura 


o, |S'=f'(j)> p + '(>'), y -4- ^'= f( i r ,/ ), etc. 

La première équation donne tt égal à une constante arbitraire ; les 
autres équations serviront à déterminer jB, y, S, etc.; etconnne il est 
facile de voir que le nombre de ces quantités est nécessairement 
moindre d’une unité que celui des équations, il en résultera une équa- 
tion de condition, qui devra être satisfaite pour que le maximum ou 
mimimum ait lieu. 

Pour cela, il n’y a qu’à mettre ces équations sous cette forme 
? = f'(r), (>'+/= /-4-r==[r(/)f, etc.," 

». 4 * 

en prenant les fonctions primes de la seconde, les fonctions secondes 
de la troisième, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement 
l’une de l’autre, on aura 

fi?) - [<■'(/>]'+ [nx r )r - 1 — °> 

où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions primes, 
secondes, etc., des quantités renfermées entre ces parenthèses. 

Cette équation sera donc commune au maximum et an minimum, 
et servira à déterminer la valeur de y en fonction de x; elle sera, 
comme il est -aisé de le voir, d'un ordre double de celui de la fonction 
f(.r,r,/,v\..). 
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65. Les mêmes équations 

fi -+- Tt — H/), 7 + y.= t'{yy etc., 

ilnnneront, par un procédé semblable, 

r(.r»)— .... . : 

etc.- ' . 

Soit, pour abréger, 

O = ufi -f- a y •+■ u" $ -4- . . . , 

la fonction primitive de la qaantité «f'( y) •-+- »P ( /') -f- ... sera 
a. -+- fi ; et, comme cette fonction doit être nulle lorsque x — a, si l’on 
dénote par A la valeur de fl qui répondra à x = a, on aura, puisque 
a est une constante arbitraire, a 4- A = o, et, par conséquent, 
« — — A. On aura donc fl — A pour la fonction primitive, qui doit 
être nulle en vertu du maximum ou minimum, lorsque x — b. Si donc 
on dénote encore par B la valeur de fl, qui répondra à x = b, ou 
aura l’équation 

, . ' „ .V 

B — A = o, 

;i laquelle il faudra satisfaire par le moyen des constantes arbitraires 
qui entreront dans l’expression de y que l’on déduira de l’équ’ation 
trouvée ci-dessus, en ayant égard d’ailleurs aux conditions spéciales 
du problème. 

Ainsi, par exemple, si la valeur de / est donnée pour les valeurs 
a ; b de x, alors la valeur de w sera nulle dans les deux quantités A 
et B; si, de plus, la valeur dey' était aussi donnée pour les mêmes 
valeurs de x, les valeurs de u seraient aussi milles dans A et B, et. 
ainsi de suite. . * 

Les quantités u, a > , &>", etc., étant réduites au plus petit nombre 
possible, tant dans l’expression de A que dans celle de B, on égalera 
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à zéro le coefficient de chacune «le cellt» qui resteront pour satisfaire 
à l’équation B — A = o, indépendamment de ces «fuantités. 

64. Ayant ainsi satisfait à la première condition, il ne restera plus 
qu’à remplir l’autre condition, qui consiste en ce que la fonction pri- 
mitive de la quantité 

xn.r) -+- »»'f”{y, ÿ) -+-■ > ,, r(.r') 

doit être entre les mêmes limites a et b de x toujours positive pour 
le minimum, et négative pour le maximum, en supposant «pie la 
valeur de » soit quelconque et aussi petite que l’on voudra. 

Je remarquerai d’abord ioi que, quoique les fonctions f"(y), 
f "( y, y'), etc., renferment essentiellement les quantités a, », etc.. 
(n° 61 ), oh peut prouver, par un raisonnement semblable à celui du 
n° 53, qu’il suffira pour le maximum ou minimum, que la condition 
«lont il s’agit soit remplie en supposant le coefficient A égal à zéro, 
ce qui fait disparaître ces quantités des fonctions dont il s’agit, en 
sorte que ces fonctions ne seront plus alors que les fonctions secondes 
de la fonction f'(x, y, y', y” ■■ -K prises relativement à y seul, à y 
et y' , à y ' seul, etc., et auront, par conséquent, des valeurs déter- 
minées en x, y, y 1 , etc. 

Cela posé, si l’on rappelle ici le théorème que nous avons démon- 
t«é dans la première partie (n°38), on en conclura «pie la condition 
dont il s’agit serait satisfaite si la proposée 

j«’f'(.r)+^f'(v. />+ 

était telle, qu’elle fût constamment positive ou négative pour toutes les 
valeurs de x, depuis x — a jusqu'à x = b, indépendamment des 
quantités », », », etc.; et comme nous avons donné plus hant 
( n“ 56 ) les «sonditions les plus générales pour qu’une «]uantité de la 
forme dont il s’agit soit nécessairement positive ou négative, il n’y 
aura qu’à examiner si ces conditions ont lieu dans la condition dont 
il s’agit. Si elles n’avaient pas lieu, «ni si elles n’avaient lieu «pie dans 
une partie de cette quantité, il faudrait alors chercher la fonction pri- 
mitive de l’autre partie, et la rendre nulle, ou au moins positive pour 
3‘ ëd. 36 
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le mini muni, et négative [jour le. maximum, indépendamment des 
quantités a», a»', co , etc. 

65. Pour simplifier la solution de cette question, nous supposerons 
d’abord que la quantité proposée ne renferme que les carrés et les 
produits des deux quantités ai, u\ on verra aisément que la même 
méthode s’étend aux cas plus compliqués, et nous représenterons 
par cette formule 

M etef N -+- « 1 P, 


la partie de la même quantité qui est toujours positive ou négative 
entre les limites x = a, x — b ; -l’autre partie sera 

«’UH.r) — mj -t- — /) - N] -+- a.'«[ir,(V) - P], 

- . * „ - ( < 

» i 

dont il faudra chercher la fonction primitive, et il est facile «le s’as- 
surer «l’avance que, pour que la quantité ai demeure indéterminée, cette 
fonction ne pourra être que de la forme pl -+- ai’v; prenant donc sa fonc- 
tion prime, et comparant terme à terme avec la précédente, on aura 


et 


fJL — O, 



o-{f f ir') 


2 »*= r(.r, x 1 ) - N, 

— P.* . 


La première «le «ns» équations «lohne u égale à une constante arbi- 
traire, et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de M, N, 
P, qui seront 




et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent des 
formules du n" 56. Or, en prenant les quantités a' et a à la place des 
quantités pet <y, et, par conséquent, P, N, M à la plaee de A, B, 0, 

et faisant T = M — jp» on aura pour le minimum les deux condi- 

« ^ I*. , 

tions P>o et T>o, et pour le maximum les conditions opposées, 
P<oet T<o, ou bien l’une des deux quantités P, T égale à zéro, 
tant pour le minimum que pour le maximum, et ces conditions de- 
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vront avoir lieu pour toutes les valeurs de x, depuis x = n jusqu’à 
v = b, pour que la quantité a» ’ P «a/N 4- M soit constamment 
positive dans le premier cas, et négative dans le second, entre ces 
mêmes limites. Comme la quantité P est donnée, elle indiquera tout 
de suite le maximum ou minimum ; mais on n’en sera assuré que par 
l’autre condition T> ou <o, ou bien = o pour les deux cas. 

66. De plus, et c’est ici une condition bien essentielle, il faudra que 
les quantités M, N, P ne deviennent point infinies entre les mêmes 
limites, pour que l’on puisse être assuré que la fonction primitive de la 
quantité dont il s’agit, sera nécessairement positive ou négative, 
d’après le théorème du n° 38 de la première partie ; car ce théorème, 
étant fondé sur la nature du développement des fonctions en séries des- 
puissances positives de la quantité ajoutée à la variable, est nécessaire- 
ment sujet aux exceptions attachées à la forme de ce développement, 
que nous avons examinées n° 30 (première partie), ét n° 13 ci- 
dessus: il pourra donc être en défaut, si les fonctions dérivées de la 
fonction primitive deviennent infinies, parce qu’alors le développe- 
ment n’aura plus la même forme ; c’est caqui arrivera nécessairement, 
lorsque la fonction primitive passera du positif au négatif par l’infini, 
comme les fcftigentes des’ angles : alofs pour la valeur de x répondant à 
ce passage, le développement de la fonction dex4-/ aura soir premier 
ternie de la forny Ai", m étant un nombre impair négatif, et la fonc- 
tion prime, ainsi que toutes les suivantes, seront infinies. Dans ce cas, 
la fonction primitive pourra changer de signe, quoique sa fonction 
prime conserve toujours le même signe. 

Pour en voir un exemple bien simple, il n’y, a qu’à considérer la 

* . x • V . - 

fonction » qui est — i lorsque x et ~ — a lorsque X — 2; 

cependant sa fonction prime est toujours positive tant que x 

a une valeur réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées 
deviennent infinies lorsque x = i . 

C’est une modification à apporter au théorème dont il s’agit, mais 
qui n’influe point sur la conclusion qu’on en a tirée dans le n" 39. 

36. 
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07. Ayant satisfait à ces conditions, on aura la fonction primitive 
ju - 4 - ai 1 *, dans laquelle /x est une constante arbitraire que l’on déter- 
minera, en sorte que la fonction soit nulle lorsque x = a. Supposons 
6>’ir=(n), et soit (A) la valeur de (t!) lorsquex=a, on aura ^u= — (A); 
ainsi la fonction primitive dont il s’agit, sera (ft) — (A), laquelle devra 
être nulle ou positive pour le minimum, et négative pour le maximum, 
en faisant x— b. Soit donc (B) la valeur (Q) lorsque x = b; il faudra 
que l’on ail (B) — (A) > ou <o pour le minimum ou le maximum, 
ou ==o pour les deux cas, indépendamment de la valeur de &>, qui doit 
demeurer indéterminée. 

Si la valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de x, la valeur, 
correspondante de u étant alors nulle, on aura (A) = o, (B) == o, et 
la condition précédente sera remplie, tant pour le maximum que poul- 
ie minimum. Mais si les valeurs de >• ne sont pas données, alors il fau- 
dra que l’on ait pour le minimum, v = ou >o lorsque .r = b, et 
r = ou <o lorsque x = a ; et pour le maximum, r — o ou <o dans 
le premier cas, et r =o ou >o dans le second. 


\ l’égard de la valeur île la quantité v,.élle dépend simplement de la 

' v ... 

condition T ou M — >o pour le minimum, et <o pour le maxi- 
mum. Cette condition sera donc, en substituant les valeurs de M, N, P, 


in.r) 


’f'OO 


> ou <o. 


et l’on pourra prendre pour v une fonction quelconque de x qui y 
satisfasse. 

Ce qu’il y aurait de plus simplç, ce serait de supposer la quantité 
T nulle (n° 65); ce qui donnerait l’équation 

4MP — N’ = o, 


savoir ' ‘ . 

*•'(/) IHr) - -.»]»* d,. 

par laquelle on pourrait déterminer la valeur «le y ; et le maximum ou 
minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P on £f "{y')- 
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On aurait de cette manière le même résultat que donne la méthode 
proposée dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de 1 788, pour 
distinguer les maxima des mini ma dans le calcul des variations. Mais, 
d'après ce que nous avons dit ci-dessus, il faudrait, pour l’exactitude 
de ce résultat, que l’on put s’assurer que la valeur de v ne deviendra 
point infinie pour une valeur de .r comprise entre les valeurs données 
a et t >\ 'ce qui sera le plus souvent impossible par la difficulté de 
trouver l’équation primitive en r et x. Sans cette condition, quoique 

la quantité &i s M-t-«aéN-f-a/ 5 P devienne alors de la forme P^aé-4- )\ 

et qu’elle soit, par conséquent, toujours positive ou négative, suivant 
que la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de l’état positil 
ou négatif de sa fonction primitive. 

68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en même temps 
d’application de la méthode que nous venons* d’exposer, supposons 
que la fonction f(x, y, y'..Xl dont la fonction primitive doit être un 
maximum ou minimum, soit 

y 1 * -t- imy’y -t- «j’j 

en prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

. • f '(.r) = 2 (my' -+-ny), f ’(y')= 2 (/.-+- mjr), 

('"(y) = ->n, ("(y , /)*= 2/n, f'(j') = 2; 

substituant ces valeurs dans l’équation générale du n° 62 , qui, dans 
ce cas, se réduit à 

nn-[f'(/)]' = o, 

on aura 

2 (mj'-4- hy) — 2 (y* — nry') = o, . . 

savoir .* 

y" ny = o 

• # 

pour l’équation du maximum ou minimum. Cette équation est sus- 
ceptible de la méthode du n° SS (première partie), et donne sur-le- 
champ 

• = hc~ x ' / ’, 


y 
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g et h étant deux constantes arbitraires; si n était pne quantité néga- 
tive = — P, alors on aurait, en prenant d’autres constantes arbi- 
traires, g et h, 

y = g sTn (k.c h). 

Supposons, pour plus de simplicité, que les valeurs de y soient «lon- 
nées pour les deux valeurs extrêmes a et b de x, les quantités A et JJ 
seront nulles d’elles-mêmes, et l’équation B= A sera satisfaite (n° 65); 
on déterminera donc les constantes a et b de manière que-/ ait les 
valeurs données lorsq«ie x = a et x = b. 

Maintenant, nous aurons, par les formules du n“ 65, 

M = n — »', N = 2 (m — »), P = 1 ; 


1 où I on voit que, puisque P est > 0 , il n’y a que le minimum qui 
puisse avoir lieu. .Mais cette condition ne suffit pas pour assurer l’exis- 
tence «lu minimum; il faudra, déplus, que l’on ait 


M-^>o, 


ou 


Soit, i°. M — > o, on aura 



n — / — (rn — 1 )? > 0 , 

en prenant pour v une «juantité qui ne devienne point infinie entre les 
limites a et b de x. Si la valeur de n est positive, il est clair que l’on 
peut satisfaire à cette condition, en faisant r = m ; ainsi on sera assuré, 
dans ce cas, de l’existence du minimum, puisque les deux quantités 
(A) et ( B) sont d’ailleurs nulles par l’hypothèse xjuedes valeurs de-r 
sont données pour x == a et = b ( n° 67). Mais si n est négative et 
= — P, on aura alors la condition 


— / > P ■+■ (m — t) 1 , 


et il n’est pas aisé de trouver une valeur satisfaisante de v, ni même 
de s’assurer qu’on pourra la trouver. 
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Soit, a". iM 

H* 

4P 

= 0, on aura 

. ' * ' ' . 



— / = A* -4- ÇM — v) 1 ; 


je suppose 




j’aurai 

■■ 

m — r = /p. 

V r . \ V 


. * 



' ' 

f = 1 + p’; 


ce qui donne 


9 — k 




> 4 -p’ 

- 


et prenant les fonctions primitives des deux membres, 


angle tang p == kx 4- d ; 

savoir - • 

p = tang (kx 4- d), 

d étant une constante arbitraire. Cette valeur devient iniinie lorsque 
kx-¥id — à l’angle droit, ou à trois angles droits, ou etc. Donc on ne 
sera pas assuré de l’existence du minimum, si la quantité (b — a) k 
est plus grande que-la valeur de deux angles droits. 

En effet, pour que le minimum ait lieu, en général, il faut (n° 64) 
que la fonction primitive de la quantité ne»* -f- aniuu -+■ eu* soit posi- 
tive, quelle que puisse être la valeur de a. Supposons u — i sin .r, 
cette quantité deviendra 

i* ( n sin X* 4- 2 m sin x cos x 4- cos x’) _ 


., / 1 4 - n 1 — n • . \ 

= rl — — H — cos ax 4- m sin ax J > 

dont la Jonction primitive est 

i l — — x 4 j- sin ax — — cos ax J -4- c, 


c étant la constante arbitraire que l’on déterminera de manière que la 
fonction primitive soit nulle lorsque x = a; ensuite on fera x — b. 


Digitized by Google 


?.#<S THEORIE DES FONCTIONS. 

Donc, si l’on suppose a — o et b égal à deux angles droits, afin que la 
valeur de ai soit nulle lorsque x = a et = b> suivant l’hypothèse, on 

aura c = » et la valeur complète de la fonction primitive dont il 

s'agit sera j’(i -t- n) D, D représentant l’angle droit; et il est visible 
que cette valeur pourra devenir négative lorsque n — — X-*, en pre- 
• nant k > i . 

69. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les se- 
condes dimensions de «, a , etc., contienne aussi u , en sorte qu elle 
soit de la forme (n° 61) 

>»r(j) wr(. r , /) + f) 

+ «vr(/,/) + Xr.(/) ; 

nous prendrons 

«’M -+- ®a/N -+- »*P -f- ùxii"Q -+- au " R -j- ®" S S< 

t ’ m 

pour la partie de cette quantité qui doit être assujettie aux conditions 
de la formule du n° S6, et il faudra que la différence de ces deux 
quantités soit susceptible d’une fonction primitive indéfiendanmient 
de la quantité a. Cette fonction ne pourra donc être que de la forme 

u -f- «’v -f- uu-rt -+- ® ,J p, 

et l'on trouvera, par la comparaison des termes, les équations 

.• ' ; . 

• \ u = ’o, 

2»-f-T' = f(y,/)-N, 

*+ p=in/)-p/ 

- = y") — Q- 

ap = n.r, /') - R > 

° = nO-S; 
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lesquelles donnent u égale à une constante arbitraire ; ensuite 


M= iT(j) 

N = r(j, /) - a , _ V, 

p= \r<y) -» - A 

Q = n.r, j") - ». 

R = H/./') - »f>. 


où les trois quantités », t, p demeurent indéterminées; mais il faudra 
les prendre telles, qu’elles satisfassent aux conditions auxquelles 
doivent être assujetties les quantités M, N, P, etc., et que l’on peut 
déduire du n° 56, en prenant les quantités u r , ai', ai à 4a place des 
quantités p, q, r. Ainsi, si l’on fait 


» 



'V 


les conditions pour le miiùmuip seroTit S>o, T>o et Y >o, et pour 
le maximum S<o, T<o, Y <o ; et ces conditions devront avoir lieu 
pour toutes les valeurs de x, depuis x == a jusqu’à æ = b. I.a 
valeur de S indiquera le maximum ou minimum ; mais on n’en pourra 
être assuré que par le concours des deux autres conditions. De plus, il 
faudra que les quantités M, N, P, Q, R, S ne deviennent jamais infinies 
entre les mêmes limites, par les raisons exposées plus haut (n° 66 ). 

Enfin, il faudra qu’en supposant (fl) = «’» -|- ucJtr -+- a*p, et pre- 
nant (A) et (B) pour les valeurs de (11) qui répondent à x — a et 
X — b, la quantité (B) — (A) soit positive pour le minimum et négative 
pour le maximum, indépendamment des valeurs de a> et eo (n° 67 ). 

On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus compli- 
quées. 


70. Si les valeurs de y, etc-, n’étaient pas données pour les 
valeurs a et b de x, mais qu’il y eût seulement, par la nature du 
3 e <fd. 3? 
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problème, une relation entre ces quantités, représentée par l’équation 

?>(•*•, y*, y'—) = V’ 

alors, suivant les principes du n° 08 , il n’y aurait qu’à ajouter à la 
fonction qui doit être positive pour le minimum, et négative pour le 
.maximum, la quantité 

vf(.r) ■+■ »>'(/') -+- »'Vu'") -+-■••• -+- {«Vur) • 

+ »>"(;, /) -+• -K..., 

multipliée par un coeflicient indéterminé r, et traiter ensuite les quan- 
tités a, cJ comme indépendantes. Ainsi, si la condition dont il s’agit 
doit avoir lieu pour la valeur de r = a, on ajoutera aux deux quan- 
tités A et fA) ( n m 63, 67 ) J les quantités 

-t- to'v’iy') -h ••>]» 
et 

tjt j 

rapportées à la même valeur de x; et si cette condition devait avoir 
lieu pour la valeur .r = />, on ajouterait aux valeurs de B et de (B) 
les mêmes quantités rapportées à .r = b. 

On suivrait le même procédé pour chacune des conditions données, 
s’il y çit avait plusieurs. 
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CHAPITRE TREIZIÈME. 

Extension de la méthode précédente , aux Jonctions d'un nombre 
quelconque de variables. Problème de la* brachystnchrone: Va-' 
ractères pour distinguer si une Jonction proposée est oit non une 
Jonction prime, ou, en général , une fonction dérivée d'un certain 
ordre. ; ' 


71. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit être un 
maximum ou un minimum, pourrait contenir, outre les variables x et 
y, une troisième variable z, indépendante des deux autres ; on opére- 
rait alors, relativement à cette variable, comme on a'fait relativement 
à y. Ainsi, en désignant la fonction proposée par 


t (*» /» x"- 



on y substituera à la fois les quantités y - f- ® et z-t-Çàla place de 
y et z, et il faudra, après le développement, que la fonction primi- 
tive de la partie qui ne contiendra que les premières dimensions de 
a>, a , u , etc., Ç, £', Ç", etc., soit nulle, et que la fonction primitive 
de la partie qui contiendra les secondes dimensions de ces mêmes 
quantités, soit positive pour le minimum et négative pour le maxi- 
mum, indépendamment des quantités a> et £. 

De là, par une analyse semblable à celle du n° 62, et en conservant 
aussi pour les fonctions primes relatives à z, z', z ", etc. , une notation 
semblable à celle que nous avons employée relativement à y, y ', 

3 7- 
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y" , etc., on aura ces deux équations 

f' \ï) ~ l f '(/)]'■ H" [f '(/')]'■ - ••= «. 

qui serviront à déterminer les quantités y et z en fonction de x. En- 
suite il faudra, relativement aux quantités z et £, satisfaire à des con- 
ditions semblables à celles que l’on a trouvées par rapport à y et a> ; 
c’est un détail qui nous mènerait trop loin, et que le lecteur peut sup- 
pléer. 

On voit par là que, s’il y avait une quatrième variable u, on aurait, 
relativement à cette variable, une équation semblable à celles qui ré- 
pondent aux variables y et z; et ainsi de suite. 

72. Mais si, dans la fonction f (x, y,y'...z , z'...), la quantité z 
dépendait des quantités x et^j d une manière quelconque donnée par 
l’équation ♦ 

*•(*. r, y V..z, o, 

alors, suivant les mêmes principes du n“ 58, on ajouterait simplement 
la fonction p[x, y, y'... z, z'..f), multipliée par un coefficient indé- 
terminé et variable A, f à la fonction proposée f (x, y,y\.. z,jz'...j, et 
l’on chercherait, par les méthodes exposées, le maximum ou mini- 
mum de la fonction primitive de cette fonction composée, en regar- 
dant les quantités y et z comme indépendantes. Ainsi,, on trouvera 
d’abord, pour le maximum ou minimum, les deux équations 

f'(r) - [ f' (/)]' + [ f' (r")Y V(.r) ’ 

r(z) -[f'(^)3'-H[f'(* ff )r-...+W(z) 

- [a*V)]' 

d’où, éliminant la quantité A , on aura une équation qui, combinée 
avec l’équation donnée <p (x, y, > '... z, z'...) — o, servira à déter- 
miner les valeurs de y et z en fonction de x. 

Enfin, si la fonction primitive de la fonction f(.r, y, y'. . .) ne 
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devait être un maximum ou un minimum qu’autant que la fonction 
primitive d’une autre fonction <p (x, y, y'...) serait donnée entre les 
mêmes valeurs a et b de x , il n’y aurait qu’à chercher le maximum 
ou minimum de la somme des deux fonctions primitives, après avoir 
multiplié la seconde par un coefficient indéterminé indépendant de x, 
c’est-à-dire le maximum ou minimum de la fonction primitive de 

f(x, y, y'..,) -f- A<p(x, y, y’...), 

en regardant A comme une quantité constante. De cette manière , ou 
aura d'abord l’équation 

f'( y) - [ + [ f' (/*)]* - ... -f- tf(jr) 

- A [?'(/)]' -+- 4 [^(/)]'+ ... = O, 

et l’on déterminera la constante A de manière que la fonction primi- 
tive de <p (x,y,y r ...), prise depuis x = a jusqu’à x=b, soit donnée; 
et ainsi du reste. 

73. Les problèmes de la brachystochrone et des isopérimètres, pro- 
posés et résolus d’abord par les deux frères Bernoulli, ont ouvert la 
route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis et mi- 
nirnis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus géné- 
rales et plus simples, et l’on est parvenu enfin au calcul des variations, 
qui parait ne rien laisser à désirer sur ce sujet. Comme les équations 
trouvées plus haut (n"62, 70) sont les mêmes, à la notation près, 
que celles qui résultent de ce calcul, nous pourrions nous dispenser 
de les appliquer à des exemples ; mais il ne sera pas inutile de mon- 
trer encore par un exemple connu, l’usage des règles pour distinguer 
les maxima des mininia, et s’assurer de leur existence. 

Nous reprendrons pour cela le problème de la brachystochrone, 
ou ligne de la plus vite descente, à cause de sa célébrité : il consiste, 
comme l’on sait, à trouver la courbe le long de laquelle un corps 
pesant descendrait dans le moindre temps d’un point donné à un autre 
point donné, et placé dans Une verticale différente. Comme, par les 
principes de la mécanique, la fonction prime du temps est égale à la 
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jonction prime de l’espace divisée par la vitesse, et que, dans les corps 
qui tombent par la pesanteur, la vitesse est toujours proportionnelle 
à la racine carrée de la hauteur d’où ils sont censés être descendus, si 
l’on rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x,y, z, la courbe 
décrite par le corps, et que l’on prenne les abscisses r verticales, la 
vitesse sera proportionnelle à \Jh -+- x, et 1 -t- y' 3 -+- z' 1 sera la 

fonction prime de l’arc de la courbe (n° 37 ) ) ainsi — — sera 

proportionnelle à la fonction prime du temps, dont la fonction primi- 
tive devra être un minimum. O 11 aura donc 


ï(r v v' - z' \ . 
donc, prenant les fonctions primes, on aura 
f V ) = o, 

p W— . 

et l’on aura (n° 70) les deux équations 

= °’ 

[ y A-t-J" v^i 

lesquelles donnent d’abord ces deux-ci du premier ordçt' 

y 


VA+x v^i +x '+ z * 


= m , 


v'A-t-x ^1 

m et n étant deux constantes arbitraires. 

En divisant ces deux équations l’une par l’autre, on a = ”* ; 
donc z' — et, prenant l’équation primitive, on aura 

z=^-4-/, 

m 
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l étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à un 
plan vertical, puisque l’abscisse verticale x ne s’y trouve pas, fait 
voir que la courbe cherchée est toute dans ce plan: ainsi, en pre- 
nant l’axe des / dans ce même plan, on pourra supposer z = o, en 
faisant / et n = o ; et l’on aura pour la courbe cette équation unique 
entre les coordonnées x et y. 


d’où l’on tire 


y 

v 'A-+-x v'i 




y — 


mv'A-f- x 


V'ji — 


équation à la cycloide, les abscisses x étant prises sur le diamètre 
du cercle générateur, et les ordonnées / perpendiculairement à ce 
diamètre. 

Puisque l’on suppose, que les deux points extrêmes de la courbe 
sont donnés, les quantités a» et £ répondant à ces points seront nulles, 
et les valeurs des quantités A et B seront nulles aussi en prenant a 
et b pour les valeurs de x qui répondent à ces points ; ainsi la con- 
dition B — A = o sera remplie. Si l’on faisait d’autres hypothèses 
relativement à ces points, on trouverait d’autres résultats; nous ne 
nous y arrêterons pas, parce que ces différentes questions ont été 
déjà discutées et résolues par les principes du calcul des variations. 
Mais il faut voir ce que donnent les termes où les quantités u et £ 
monteront à la seconde dimension, et dont la fonction primitive doit 
être positive pour que le minimum ait effectivement lieu. 

Comme la fonction proposée f(x, y, y' ... z, à\..) ne contient 
point, dans le cas présent, les variables y et z, mais seulement leurs 
fonctions primes y' et z', il est facile de voir que les termes dont il 
s’agit seront simplement de la forme 

et l’on trouve, en prenant les fonctions primes des quantités f r (y') 


Digitized byGoogle 


THÉORIE DES PONCTIONS. 

et f'(z') relativement à y' et z', 

H/) = , ,, 

v/4+l(i+/’+:’jï 

H/. z') = —S‘ - ,, 

y'A-t-JC ( I +y *4 -* *)’ 

e{z') = '—i±il ... ■ : 

(1 +y* ■+■ * * T' 

de sorte que la quantité dont il s’agit deviendra 

&>’•(■! 4- »'*) — +/*) 

a v'A-4-x(i 4-^’ + *'* )’ 
laquelle peut se mettre sous cette forme 

«■>'*- b? ' 1 -H”'*' — Ç'y'Y ^ 

a 'Jh-\-x(i+y'+z' t ÿ 

où l’on voit que cette quantité a d'elle-même la propriété d’être tou- 
jours nécessairement positive, quelles que soient les valeurs de o> et £; 
et, comme d’ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que y’ 
et z' ne seront pas infinies, fi s’ensuit que le minimum aura nécessai- 
rement lieu dans la cycloïde. 

Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur ce problème qui 
offre différents cas à examiner, suivant les conditions que l’on peut 
demander relativement au premier et au dernier point de la courbe, et 
par rapport à la courbe même que l’on peut supposer devoir être 
tracée sur une surface donnée. La solution de tous ces cas peut se 
tirer aisément des principes établis ci-dessus. Voyez la fin de la vingt- 
deuxième leçon du Calcul des Fonctions. 

74. L’analyse que nous avons employée pour trouver les maxima 
et tninima des fonctions primitives donne lieu à une observation im- 
portante. Nous avons trouvé ( n” G2 ) que, pour que la quantité 

•f '(y) -+- «'f'(r') -+- /r(r') , • 
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ait une fonction primitive, quelle que soit la valeur de tu, il finit satis- 
faire à l’équation 

ro)-in.r')] , + ffv , )r-.- =« • 

Donc, si eette quantité était d’elle-mème la fonction prime d’une 
fonction de x, y, y', etc., tu, u, etc., l’équation précédente aurait 
aussi lieu fl’elle-m^iue et serait, paneonscquent, identiques 

Or on voit, par le n° 61 , yue la quantité dont il s’agit n’est autre 
chose que la partie du développement de la fonction 

f + »i j’ + m 'i y" ■+■ tu" ... ), 

9 _ 

qur ne contient que les premières dimensions de ai. a>\ eu", -etc. ; et je 

vais prouver* que cette quantité sera nécessairement une fonction 

prime, si f (.r, y, y', r ".. . ) est elle-même une fonction prime d’une 

fonction de .r, y, y', etc. 

En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que soit 
la valeur de r en x, elle le sera encore en mettant y eu au .lieu dp y, 
quelle que soit la quantité eu ; donc la fonction 

f (■*■’» -.Y ■+■ at* ) • ’ . * 

# . . , ' . • • • f . 

sera aussi nécessairement une fonction prime, en prenant pour eu une 

fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soft déve- 
loppée suivant les puissances et Jes produits de -tu, tu, u" , été,,., et 
dénotons respectivement par P, y , R, etc. , les parties de ce dévelop- 
pement qui contiendront les premières dimepsions, les secondes di- 
mensions, les troisièmes, etc., des mêmes. quantités, on aura 

f fir, y-T-u, y ■+■&> , ,v ■+■• • ..y = f(.r, y, y', y -, • .y-pP h*'Q- 4-' R^t- . . .• 

*• A • 

Ainsi, il faudra que la quantité P -+- Q -t- & -H . . . soit la fonction 
prime d’une fonction de x, y, y’, etc., et de tu, tu, eu" , etc: ; ef il . est 
facile de voir que chacune des quantités P, Q, R , etc. , devra être en 
particulier une fQnction prime, puisque ces quantités renfermant des 
dimensions différentes de l’indéterminée tu et de ses fonctions dérivées 
y > d. ♦ f » 
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«',//, etc., il est impossible, parla nature des fonctions dérivées, 
que les fonctions primitives de P, Q, R, etc., dépendent les unes des 
«titres. Or on a, dans le numéro cité. 


P = a f'(y) +»'('(/) 


n rtf < tt \ 

a 1 \y ) 


donc cette quantité <sera d’elle-mème une fonction prime. Donc, 
enfin, si la fonction f (x, y, y' r ^y 1 '...) est une fonction prime, l’é- 
quation ** ' ' - 

f'(.r) - | f'(j')]' -h | f '( r")]" - [ r(r w if +*... = b 

• é’ 

sera .nécessairement identique. * . % 

* ftéfciprqquerncnt , on peut démontrer que si cette équation est iden- 
tique, la’ fonction f (.r, *>', y', y" . . . ) sera nécessairement une fonc- 
tion prime ; car nous ayons vu que si cette équation est vraie, la quan- 
tité P est une fonction prime, quelles que soient les valeurs de y et 
de eu: donc elle sera encore une fonctioii prime, si, à la place de y, 
on met y -b a>. Supposons que , par cette substitution et par le déve- 
loppement suivant les dimensions de <a, eu , «b", etc,, la quantité P 
devienne P -4-/» -f- ... ; la quantité p contenant les premiers ternies 
du développement dans lesquels ai, a, a!' , etc., ne formeront que deux 
dimensions, onenconclura, comme plus haut, que la quantité/? sera, en 
particulier, la fonction prime dune fonction de x,y,y', etc. , ai,J , etc.; 
mais, par les formules générales que nous avons données dans le 
n° 7B de \$ première partie, il est f3cile de voir que l’on a p = aQ: 
donc la quantité Q sera une fonctioh prime, y et a> étant quelconques ; 
donc elle sera encore une fonction prime en y substituant y -t- a 
pour y. Et si Pou suppose que, par cette substitution et parie déve- 
loppement suivant les puissances et les produits de eu, eu', etc., cette 
fonction devienne Q -t- y -+- .. la quantité q renfermant les premiers 
ferjpes du développement où les a>, eu, ai' , etc . , ne formeront que 
trois dimensions, 011 en conclura aussi, comme ci-dessus, que la quan- 
tité q sera elle-même une fonction prime ; mais par les formules du 
même numéro, on trouve y = 3R : donc la quantité R sera elle-même 
aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet, si r, s, etc , sont 
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les premiers termes du développement des quantités R ,.S, etc., après 
la substitution de y -H co à la place de a, on aura (numéro cité J 
r = 4S,V = 5T, etc. ; d’où l’on conclura, en suivant le même rai- 
sonnement, que les quantités S, T, etc., seront aussi, chacune en 
particulier, des fonctions primes. ” . 

Donc ■ toute la série P + Q + R + ... sera nécessairement la 
fonction prime d'yne fonction de a, y, y', etc., .*>, u, etc., quelles 
que soient les valeurs de y et dç a fen .r. Donc la ipianîité 
f(,r, y -+- ta, y' -f- «'...) — f(.r, y, y'..,), qui est éÿdç a cette série, 
sera une fonction prime en donnant à u une \aleur^(jie)<^ipie, et 
par conséquent aussi, en faisant or = — y; or, dans eeé eav. lu 
fonction f (x, j+a, y' -h a...) ne sera plus qu’iine simple’ fonc- 
tion de x sans y ni ai, qui pourra être censée la fonction prime 
d’une fonction de x. Donc la fonction f(x, y, y', y J séra 

elle-même nécessairement la fonction prime d’une fcnetiop de 

' . .•c'» 

J?, y, X » «c, - • .* - 

« - • * t '* .. * 

75. Il suit de là que (’équatjpn • „ • » 

ar)-[f'(r')j'+ff'(j")]" « 

contient le caractère par fetpiel on peut reconnaître si la fonction 
f(x, y, y', y"---) est qu non une fonction prime. ' 

On trouvera de la même manière que les deux équations 

.. • ..*.«• 

V f' (?) - [f '(=')]' -f- [r ( >)]* — ...=« 

' ' ' ’ % 

renferment le caractère par lequel on ]>ourra reconnaître si la fonc- 
tion f (.r, y, y' ... z, z':..) est ou non une fonction prime, les quan- 
tités y et z étant indépendantes. 

Mais si la quantité z -dépendait de l’éqnation . 

' • . «Pii-*-, j, y... z, z[...) = o, 
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on aurait, comme au n° 71, 

n-.v) - I (' (/)]' + 1 (y')]' - ... + 

. -i^(.v')r+f^/')r--.- = o. 


cl l'équation ' résultante de l'élimination de l’indéterminée A contien- 
draitlç caractère qui furait reconnaître si la fonction l’(:r, y, y' ...) 

cst d eUft-niémc, ou non, une fonction prime. 

Puisque la fohclion primitive de la quantité 




.10 


*>('(y)^ «'f't/) -+- «"f "(.>■") 


est représentée (n° 62) par 

' . . ufi -4- cJ y -4- a" S 

• > 

en omettant, eu. qui est permis, la cohstante arbitraire a, on trouvera, 
de la même manière, que le caractère par lequel on pourra recon- 
naître ai cette fonction primitive est ^elle-même iuie fonction prime, 
sera renfermé dans l’équation 



laquelle, en substituant pour fi, y, S, etc. , leurs valeurs ( n° 63), 
devient . • ’* 

H/) - 9.[C(y")}'+ ■nn.nr - ••• = o. 

4 ‘ • / - • , . * 

Ainsi, le système de cette équation et de l’équation trouvée ci- 
dessus, renfermera le caractère par lequel on pdurra juger si la fonc- 
tion f (.r, y, y\ y ’- • •) est d’ elle-même, ou.non, la fonction seconde 
d’une fonction de x, ) , r', y", etc.; et ainsi de suite. . . 

76. ües différentes équations répondent à celles que, dans le calcul 
différentiel , on nomme conditions ^d’ intcgrabiUté, et dont on j’est 
beaucoup occupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons 
icî d’avoir établi, jd’une manière directe et rigoureuse, le principe de 
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la corres|>ondance de ces équations avec celles du maximum et mini- 
mum des (onctions primitives, et nous renverrons, pour ce qui con- 
cerne l’usage de ces équations de condition, aux différents ouvrages 
qui en traitent, et surtout à la vingt et unième leçon du Calcul des 
Fonctions, où cette matière est traitée avec plus de détail et de géné- 
ralité. On y trouvera aussi un précis historique sur le problème «les 
isopérimètres dont la solution générale, par la méthode des varia- 
tions, fait l’objet de la vingt-deuxième leçon du même Calcul, à 
laquelle nous renvoyons pour compléter la théorie des variations 
exposée ci-dessus. 
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CHAPITRE QUATORZIÈME. 

Dr la mesure des solidités et des surfaces des corps défiguré 

donnée. 


77. Nous avons donné, dans le chapitre VI, Ih manière d’expri- 
mer, par les fonctions, les solidités et les surfaces des conoîjles formés 
par la révolution d’une courbe donnée autour d’un axe ; il nous reste 
à (-tendre cette analyse à tous les corps dont la surlàce est exprimée 
par une équation entre ses trois coordonnées. 

Considérons d’abord un solide dont la surface soit exprimée par 
l'équation 

s = f(tf, y); 

son volume ou §a solidité sera 1 exprimée, en général, par une fonc- 
tion de x et y que nous dénoterons par F (x, y). Désignons aussi par 
9 (x, y) la fonction de x, y qui exprime Faire de la section de ce 
solide, faite perpendiculairement à Taxe des x, et correspondante à 
l’aljscisse .r ; donc, en regardant y coinm^un paramètre constant, et 
ne faisant varier que x, on aura, f>ar le n° 27, l’équation • - 

F >» y) = *(*’ /)• • . 

Or la section dont 9{x, y) est l’aire, est une courbe dont les 
abscisses sont r, et les ordonnées" perpendionlaires sont z, et dont 
l’ équation est - • • 
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en regardant maintenant X comme un paramètre constant qui ne varie 
que d'une section à Fautre. Donc, en prenant z à ta place de r, et y 
à la place de x, on aura ( numéro cité ) • 

; ■ • f ( x > r) = *,(*> r.)» 

Faccent mis au bas de la caractéristique <p dénotant la fonction déri\ée 
par rapport à y, comme nous l’avons pratiqué jusqu'il présent. 

. On a donc les deux équations 

F'(fc, y) = <p (x, y) et $,{x, y) = f(.r, .r) ; 

d'où, éliminant la fonction marquée par <p k , après avoir pris les fonc- 
tions dérivées par rapport à y de la première équation, on aura 

F ' y) — J) ; 

Ainsi, pour avoir la fonction FT[x, y) qui exprime la valeur ou la 
solidité du corps dont la surface est exprimée par l’équation 

st=f(*, y), 

il faudra prendre la double fonction primitive de f (.r, y) relativement 

à x et à y. 

78. On peut aussi parvenir directement à ce résultat par la con- 
sidération suivante. Puisque F (x, y) représente, en général, la 
partie du corps qui répond aux coordonnées x, y , d est clair que 
F (x -h i, y) — F (x, y) sera le segment compris entre les plans per- 
pendiculaires à celui des v,y, qui répondent aux abscisses x et x -t- /, 
et qui sont terminés par la même ordonnée y. Donc 

F(x+i,y + o) - F(x, y -h o) — F(.r -+- i, /) ■+■ F (x, y) 

sera l'excès du segment qui est terminé par l’ordonnée y -h o sur 
celui qui est terminé par l'ordonnée y ; et il est visible que cette diffé- 
rence n’est autre chose qu’un prisme dont la base est le rectangle iv, 
dont les arêtes sont les ordonnées z de la surfâce qui répondent aux 
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quatre angles de ce rectangle, c'est-à-dire les ordonnées f(.r, y), 
f(x -+-’ I, y), f (x, y h- o) , f (x -f- i, jr-t- o), et dont la base supérieure 
est la partie de' la surface interceptée entre ces quatre ordonnées: Or 
il est facile de voir que la solidité de ce prisme curviligne est nécessai- 
rement comprise entre celles des deux prismes rectangulaires dont la 
base est la même io, et dont les hauteurs sont la plus petite et la plus 
grande des quatre ordonnées dont nous Venons de parler. Donc il 
faudra que la fonction F (.r, y) soit telle que la valeur de la quantité. 

K (.r -h i, y -h o) — F (x -+- i, ÿ) — F(x, y o) F (x, y) 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur des 
quantités 

iof (x, .r), <of(x -f- i, y), io f (x, y -f- o), iof(x i, y -+• o) , 

quelque petites que soient les valenrs de i et o. 

Développons les fonctions marquées par F suivant les formulas du 
n° 78 de la première partie. En poussant laxprécision jusqu'aux troi- 
sièmes dimensions de i et o, on 1m ra la quantité 

ioF (x, y) -4- F" (x -+- Ai", y -t- ho) -4- — F* (x -+- hi, y -+■ ho) 
t f F*(x -t- Ai, y -1- Ao) — F**(x -4- Ai, >') j 

-+7 £ 3 r ■+■ y -+- *>)]■ 

Développons de même les fonctions marquées par fumais en s’arrêtant 
aux premières dimensions de i et o, à cause qu elles sont déjà multi- 
pliées par io ; on aura les quatre quantités 

iof (x, y), ' ' . 

tof(x, y) -4- i'of'(x -f- Ai, y), 

iof t.r, r) -4- io* f, (x, y-t- Ao), f 

, • . v • 

iof (x, y) i J of'(x-H Ai, y) -+- io* f, (x, y h- Ao), 

et il faudra que la première quantité soit renfermée entre la plus grande 
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et h» plus petite de ces quatre dernières, en prenant pour i et o des 
quantités aussi petites que l’on voudra. Le coefficient A peut être dif- 
férent dans les différentes fonctions, mais il doit être renfermé entre 
les limites o et i . • - 

Or la différence de l’une à l’autre de celles-ci rat, comme l’on voit, 
de l’ordre de i*o ou de io', c’est-à-dire du troisième ordre, en regar- 
dant i et o comme très-petites du premier. Mais la différence entre la 
première quantité et l'une quelconque «les quatre dernières rat 

io\ F (x, y) — f(x, .))], 

< * ' • 

avec des termes du troisième ordre ; donc, pour que cette différence 

soit toujours jilus petite que la différence précédente, qui n’est quetlu 
troisième ordre, il rat nécessaire que le premiêr terme, qui est du 
second ordre, soit nul ; ^autrement il serait possible de prendre les 
accroissements i et <> assez petits pour que ce premier terme surpassât 
tous les termes du troisième ordre, et que, ..par conséquent, la pre- 
mière quantité tombe hors des limites formées par les quatre autres 
quantités. Il faudra donc que l’on ait 

io [ F (x, y) — f (x, j)J = o, • 

* t " ’f JL 

et, par conséquent, * „ 

f,' (*> jU » 

comme nous I avons trouvé plusdiaut. 

79. Supposons maintenant que la fonction F (x, y) représente la 
mesure de la surface. Dans ce cas, il est clair que la quantité 


F (x -h i, y -+- o) — F (x -f- i, rj — F (x, y -t -*>) -t- F(x, y) 


représentera la portion de surface comprise entre les quatre faces du 
prisme droit qui a io pour base. 

Imaginons qu’aux extrémités des quatre ordonnées qui forment les 
arêtes de ce prisme, on mène quatre plans tangents a la surface dans 
ces points; 011 pourra prouver, par un raisonnement analogue à celui 

3* éd. ■ 3g 
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du n" 29 relatif aux tangentes, que la portion de surface qui forme 
la base supérieure do prisme sera comprise entre la plus grande et la 
plus petite section du prisme, faites par les quatre plans tangents de 
la surface courbe 

Soit * l’angle que le plan tangent à l’extrémité de l'ordonnée z 
fait avec, l’axe des x, y, on aura (n° 39) 

tanga = \Jz'-y z*. 


Or on sait, par la géométrie, que la mesure de la projection d’un plan 
est égale à celle de ee plan multipliée par le cosinus de son inclinaison 
sur le plan de projection. Donc, puisque les sections du prisme dont 
il s'agit ont toutes pour projection le même rectangle io, là mesure 
de la section faite par le plan qui touche la surface à l’extrémité de 

l'ordonnée z sera ; niais on a 

cosar » ■ " - . • 


COS fit = 




donc la mesure de cette section sera io ^ i -4- z'* -+- 2 a , savoir, en 

substituant f(x, y) à z, io y i -H f'(x, /)’-+- f, (x, y)\ 

Faisons, pour abréger, 


\! i -f- f'(x, j)’-i- f,(x, j)’= (p (X, y), 

on aura io<p(jr, y) pour la mesure «de la section dont il s’agit; et, 
mettant .r + (, J + o à la place de .r, y, on aura celle des sections 
faites par les trois autres plans qui touchent la surface aux extrémités 
des ordonnées F ( j? -J— i, y), f (x, y -y o) et f (x -+- i, y -y o). Donc 
il faudra que la quantité • 

F (x + ij+«)-F(r + t, /) tr F (x, y + o) + F (x, j) 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des quatre 
quantités • 

me(x, y), i'xp(.r -y i, > ), m<p(x, y -y o), . to?(x -+- i, y -y or); 
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et par une analyse semblable à celle du numéro précédent, on en con- 
clura la condition 

F' {-r. y) = <p (** jO = >/• -t- y'Ÿ -+- f,(*, jjV 

80. On voit par là <jue l’ordonnée z d’une surface est la double 
fonction prime prise par rapport à x et y de la fonction qui exprime 
le volume ou la solidité du corps, et que la quantité y n- z' 1 -t- z ! 
est la double fonction prime de la fonction qui exprime la surfiice elle- 
même. 

Ainsi l’ordonnée z étant donnée en fonction de x et y, il faudra 
prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidité, et la 
double fonction primitive de y / 1 z'’-t- z* pour avoir la surface. On 

est libre de commencer par la fonction primitive relative à ,r ou à y: 
mais la première fonction primitive admettra pour constante une fonc- 
tion de l’autre variable que l ob aura regardée comme constante, et il 
faudra déterminer cette fonction conformément aux limites données 
de la surface. On déterminera ensuite, d’après ces limites, la première 
variable en fonction dé la seconde, par rapport à laquelle on, prendra 
de nouveau la fonction primitive. • 

8t. Si, pour faciliter la recherche des doubles fonctions primitives, 
ou pour d’autres vues, on voulait changer les variables .r, r en 
d’autres variables t et u, dont celles-là seraient des fonctions données, 
il faudrait, par les principes établis dans la première partie (n“ 50), 
multiplier d’abord les fonctions regardées comme dérivées doubles 
par c'y'; mais ensuite on- ne pourrait pas substituer immédiatement 
les valeurs de .r', y' en t' et u\ parce qii’en. prenant la fonction pri- 
mitive par rapport à l’une des variables, l’autre doit être regardée 
comme constante. 

Soit f (.r, y) la fonction dont il s’agit d’avoir la double fonction 
primitive ; pour changer les variables x , y en d’autres variables t et «, 
on la mettra d’abord sous la forme x’y'S(x, y). Supposons qu’à la 
place de la variable rr, par rapport à laquelle on veut prendre d’abord 
la fonction primitive en regardant y comme constante, on substitue 

3 » 
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une fonction donnée de t et de y, t étant une nouvelle variable qui 
remplacera x. . 

Soit x = i p (t, r)> on aura, en ne faisant varier que t, 


x' = <p'(t ); 

et la fonction proposée deviendra 

j>'(t) f(x, y), 

dont il faudra prendre la fonction primitive par rapport à t. y étant 
regardée comme constante, et ensuite par rapport à r, t étant regardée 
comme constante. Or on peut aussi substituer à la place de .y' une 
autre variable u, et supposer, puisque t est à son égard constante. 


.r = 4 (t, «); 

* • . , . • li- 

re qui donnera, en ne faisant varier que «, 

• ♦ . • 

Ainsi la Jonction proposée deviendra 

?.'(<) 4 '(«)f(x, 7), 

laquelle ne renferme plus que t et «, à cause de 

t • • f. 

x = tp(t, y), y = 4 (*> »)> 


et dont 011 pourra prendre la double fonction. primitive par rapport à t 
et S u. ' . * 

Puisque x = ip (t, y) et y = 4 (*» »)» on aura, après la substitu- 
tion de y, X égale à une sinjple fonction de / , et u que nous dénote- 
rons par x (t, u), de manière que les transformations de x et y en t et u 
seront représentées par 

, x = *(&«), y = 4<(, uf. 

Or l’équation identique <p (t, y) = ÿ (t, u) donne, en faisant varier 
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séparément t et «, 

?>'(<) -t-«p / ( < r)4'(t) = • • 

éliminant ç'(y), on aura 

:*'<«> = m -i!fâp, 

et cette valeur, étant substituée dans la dernière transformée de Ja fonc- 
tion proposée, donnera 

[*'(0 4'(u) - *'(«) 4'(0 1 ï(*. .r), . 

que l’on peut mettre sous cette forme plus simple, 

(.r'j,— x t y')f(x,y), 

dans laquelle .r et y peuvent être des fonctions quelconques de t et u, 
et où les traits supérieurs indiquent les fonctions dérivées par rapport 
à f, et les inférieurs indiquent les dérivées par rapport à u. 

82. Ainsi, en regardant r; comme une fonction de x et y donnée 
par la nature de la surface du corps, et supposant que l’on substitue à 
la place de x, y des fonctions quelconques de t et «, la solidité ou le 
volume du corps et sa surface seront représentés par les doubles fonc- 
tions primitives relatives à t et u des formules 

«r, — x,ÿ) z et * (x’y, - x,/) y/ H- (z')* 

où il faut remarquer que les fonctions dérivées de z doivent être prises 
par rapport à .r et y; mais, si l’on substitue tout de suite dans z, pour 
.v et y, leurs valeurs en t et u, il est clair que z deviendra une simple 
fonction de t et u ; et voici comment on pourra exprimer les dérivées 
de z par rapport à x et y par ses dérivées par rapport à t et u. 

Pour distinguer ces dérivées les unes des autres, nous renfermerons 
les premières entre de| parenthèses. Ainsi (s') et (s,) désigneront les 
dérivées de z prises par rapport à x et j, et z', z, désigneront simple- 
ment les dérivées de z prises par rapport à t et u, après la substitution 
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des valeurs de .c, y en t et u dans l’expression de z. En regardant 
donc z comme fonction de x, y, et x, y comme fonctions de t, u, et 
prenant les dérivées séparément par rapport à t et à u, on aura, par 
les principes établis dans la première partie, 


*' = (*>' + (z,)/, 

=, =‘ (*')*,- -h (*/)// ; 


d où l'on tire 


^ 1 XJ,—*,?'' 


ry—x.y 


ce sont les valeurs qu’il faudra substituer dans le radical 


V /i + ( ï, ) , + ( z ») a ; 

et, la substitution faite, on aura la formule ' 

3 +•(*'*- vO i; -+- «r, : 


*,X 


dont la double fonction primitive, prise par rapport a t et à u, don- 
nera la surface «lu corps ; les variables z, x,jr étant maintenant regar- 
dées comme de simples fonctions de t et u. • 

85. Ces expressions pour le volume et pour la surface d’un corps 
quelconque, dont les coordonnées x, y, ; sont supposées fonctions 
de t et u , étant traduites en langage différentiel, deviennent 


-KÎÎ+’ÈS)* 


et 


dtdn 


j (dx dy I dx“dy \ 2 

V \dt Tu~ 


du dx ) 


/dz dx dz dx \ 1 / dz dy , dz dy \ 5 

y dt du du dt ) du du dl ) ’ 


et représentent les éléments infiniment petits du volume et de la sur- 
face, qu’il faut intégrer et compléter d’abord par rapport à l’une des 
deux variables t, u, et ensuite par rapport à l’autre. 

i . - • 

84. Pour donner une application de ces formules, nous suppose- 
rons que le corps dont on cherche la solidité et la surface soit un ellip- 
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solde quelconque dont les trois demi-axes soient a, b, c ; l’équation 
de sa surface entre les trois coordonnées rectangles x, y, z, parallèles 
aux demi-axes a, b, c, sera représentée ainsi: 



d'où l’on aura z en fonction de x et y. 

.Mais on évitera l’irrationalité de : en prenant deux angles indéter- 
minés t et u, et en faisant 

x = a sin t cos u, y = ftsin t sin u, • z==ceosfj 

et, pour avoir le volume et la surface de tout 1’ellipsoide, il suffira, 
après les substitutions, de prendre les fonctions primitives séparément 
par rapport à / et u, depuis t = o jusqu'à t égal à deux angles droits, 
et depuis u — o jusqu'à u égal à quatre angles droits ; car cette trans- 
formation des coordonnées de l’ellipsoïde, que M. lvori parait avoir 
employée le premier pour faciliter le calcul de l'attraction de ce solide 
{Transactions philosophiques de 1809, vol. XI), a l’avantage de 
rendre indépendantes les fonctions primitives relatives à t et u , lorsque 
la double fonction primitive doit s’étendre à la surface entière. 

En prenant les fonctions dérivées des x, y, s par rapport à t et à «. 
on aura - 

■v' = a cos t cos u, y' — b cos t sin u, z' = — c sin t , 

x, — — « sin t sin u, y f — b sin t cos u, z, = o; 

• t 

et de là on aura 

• " » » • 

x'y r — x,y' — ab sin t cos f, 

z'x, — z f x’ — ac sin sin u, 
z' y t — z r y' = — Ac sin t’ cos « ; 

de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de l'ellip- 
soïde deviendront 

afic sin t cos t * , sin t i^a'b 1 cosl 1 -4- c’ («r sin ir -+- //’ cos «■ jsint’, 
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dont il faudra prendre les fonctions primitives, depuis t — o jusqu'à 
t — 7r, et depuis u — o jusqu’à u — a^r, yr étant la demi-péripliérie. 

85. Considérons d’abord la formule abc sin t cos t 3 pour le volume. 
En substituant i — sin t 3 à la place de cos t 3 , et ensuite |sinf — | sin \t 
au lieu de sin t 3 , elle devient 

^(sin< -+- sin3f), 

dont la fonction primitive, prise de manière qu'elle commence où 
t — o, est 

abc l . i — cos 3t \ 

— — y 

Faisant l — yr, ce qui donne cosf = — i et cos 3 1 — — i , elle se réduit 
. a abc » 

a T' - . ; 

Il faut prendre encore la fonction primitive de celle-ci par rapport 
à u depuis u = o jusqu'à u = et, comme la variable u , dont la 
fonction prime est i , ne s'y trouve pas, il. n’y aura qu’à multiplier sim- 
plement par 27T, ce qui donnera - a ^ C tt pour 1» solidité ou le volume 
du sphéroïde entier dont «, b , c sont les trois demi-axes. 

86. Venons à la formule relative à la surface, et supposons d’abord, 
pour la simplifier, « = b, ce qui donne un sphéroïde de révolution 
autour de Taxe ac ; elle deviendra 

t ✓ * < , ■» 

a sinf ^b 3 cos t 3 •+■ c 3 sin t 3 , 

où l’on voitque l’angle u a disparu ; je conserve la lettre b sous le signe, 
pour plus de généralité. 

Faisons eos t = s. on aura sin t = — j’; d’ailleurs on a sin t 1 — i — s 3 ; 
on aura ainsi la transformée 

— as' y'c 3 -I- (b 3 — c 3 ) s 3 . 

dont il faudra prendre la fonction primitive depuis s = i jusqu'à 

.1 r— - -- I . 
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Soit b % — c* — e 1 , on aura la fonction primitive par rapport à s, 

— Y\Z C ’ e * s% ■+■“*( — «<M- v/c*«-4-eV); 
faisant j = i , elle se réduit à 

.' ab ac * ... . 

1 lé — e); 

. 2 2 e v 

et faisant s — — i , elle devient 

^■ 1(6 

• * 

Donc la fonction primitive complète, relativement à s ou à t, sera 

ab + ^\ï+ e 


ab 

2 


ac' 
2 c 


Il faut de nouveau en prendre la fonction primitive relative à «, et 
comme la variable u ne s’y trouve pas, on se contentera de la multi- 
plier par a7 t ; et faisant maintenant b = a, on aura pour la surface 
entière du sphéroïde formé par la révolution d’une ellipse dont les 
demi-axes sont a et c, autour du petit axe ac, la formule 


27 m 


r 


où e est l’excentricité = — c*. • 

Pour que la valeur de e soit réelle, il faut que a > c, et, par con- 
séquent, que le sphéroïde soit aplati et formé par la révolution de 
l’ellipse autour de son petit axe ac. 

Si l’on voulait avoir la surface d’un sphéroïde allongé, formé par la 
révolution d’une ellipse autour île son grand axe, il faudrait prendre ac 
pour son grand axe ; alors la valeur de e deviendrait imaginaire. Soit, 
pour ce cas, c* — a* — E 1 , on aura . . 

e — E y/^T; 

et, passant des logarithmes imaginaires aux arcs réels, par les formules 
3* <w. 4o 
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du n°22 ( première partie), on aura pour la surface cherchée la formule 

•Jt7rq r -h • angle ( tang • 

87 Si l’on n’avait pas fait a— b, et que l’on eût supposé, en général. 


V» 


a * si n w* -4- A * cos « * 



on eût eu, pour la fonction primitive relative à t, la formule 


ou 


ab 


r*\ ’ 1 

a<* h — 


= b' 1 — < 


et il aurait été impossible, dans l’état actuel de l'analyse, de trouver 
ta fonction primitive de celle-ci relative a u. Mais on peut toujours 
avoir cette fonction par approximation, lorsqvie la différence des demi? 
axes a et b est assez petite. 

la - b'— a' . . . , ;* . . , 

soit - — — = i; cette quantité étant positive ou négative, la quan- 


tité V* deviendra i -t- i cos et il n'y aura qu’à mettre dans la for- 
mule précédente, c* (i -+• i cos u‘) à la place de c’V*, ensuite déve- 
lopper par rapport à i. Donc, si l’on suppose 


ac ' _ | c* = j , ,, 

ayî* — c* h — jb'—c' ' h 

on aura, en développant par les fonctions dérivées relatives à c’, la 
série - ” , 

ab -+- f(c*) 4- f'(c s ) c 1 / cos «’-t- c'/’ 1 cosm' 

-f os^-f- ... , 

dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives à u, depuis 
«■= o' jusqu'à u — ‘i-n. 

Désignons pàr a-ra, .. 2 t|5, 2 iry. etc., les fonctions primitives de 
eos u 2 , cosm*, cos u‘, etc., prises entre ces limites, on aura, pour la 
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surface de l’ellipsoïde dont ü, b, c sont les trois demi-axes, l’expression 
zir\ab-h f(c s ) -+- «c'ifV) + i jSc^fV) + ^ ycV {"(c') + . ..\ x 


série qui sera d’autant plus convergente que la quantité i sera plus 
petite 

A l’égard des coefficients a, fi, y, etc. , il est facile de les déterminer 
en résolvant les puissances de cos u en cosinus d’angles multiples de «, 
par le moyen de l’expression exponentielle imaginaire de cos « (n° 22, 
première partie); et comme les cosinus ont pour fonctions primitives 
les sinus correspondants, lesquels deviennent nuis aux deux extrémités 
où u = o et u = U7r, il s’ensuit qu'il ne restera que les termes indé- 
pendants de u, multipliés par a-r, où il est facile de voir que ces 
termes ne sont que les eoeffiuients tfù terme moyen du binôme, élevé 
à la seconde, à la quatrième, à la sixième, etc., puissance, divisé par 
la même puissance de a. Ainsi l’on aura 
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TROISIÈME PARTIE. 

S 

APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS A LA MÉCANIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 

. t 

; R 

De l objet de la mécanique. Du mouvement uniforme et du mouvement 

uniformément accéléré. Du mouvement rectiligne en général. Rela- 
tion entre l’espace , la vitesse et la force accélératrice. 


1. Nions allons employer la théorie des fonctions dans la méca- 
nique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps que 
nous désignerons toujours paj - t ; et comme la position d’un point dans 
l’espace dépend de trois coordonnées rectangulaires x, y, 2 , ces coor- 
données, daas les problèmes'de mécanique, seront censées être des 
fonctions de t. Ainsi, on peut regarder la mécanique comme une géo- 
métrie à quatre dimensions, et l’analyse mécanique comme une exten- 
sion de l’analyse géométrique. ■ ’ ; 

Considérons d’abord le mouvement rectiligne, et supposons que x 
soit l’espace parcouru pcndaiküe temps t; on aura x = f t, et la fonc- 
tion ft devra être telle, qu’elle devienne nulle lorsque / = o. La 
forme la plus simple de f t est évidemment atj .ee qui donne x = ai , 
a étant une constante : ainsi, dans le mouvement représenté par cette 
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équation, les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux 
temps écoulés depuis le commencement du mouvement ; ce qui est la 
propriété du mouvement que l’on appelle uniforme. La constante a, 
qui exprime le rapport de l’espace au temps, est la mesure de ce que 
l’on nomme la vitesse; c'est le seul élément qui entre dans cette espèce 
de mouvement, et par lequel un mouvement uniforme diffère d'un 
autre mouvement uniforme. 

L’observation et l’expérience nous font voir qu’un corps mis en 
mouvement d’une manière quelconque, si l’on écarte toutes les causes 
d’altération qui peuvent agir sur lui, continue à se mouvoir de lui- 
même d’un mouvement rectiligne et uniforme ; d’où il suit que la 
vitesse, une fois imprimée, se conserve toujours la même, et suivant lu 
même direction : c’est en quoi consiste la loi du mouvement. 

Si l’on représente le temps par l’abscisse, et l’espace parcouru par 
l’ordonnée d’une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mou- 
vement uniforme une droite passant par l’origine des abscisses, et que 
la tangente de. l’angle qu elle fait avec l’axe sera la mesure de la vitesse 
du mouvement. 

2. La fonction de t la plus simple après at, est bt 2 \ en prenant 
cette expression pour f t, on aura une autre espèce de mouvement 
rectiligne représenté par l’équation x = ht' 1 , dans laquelle les espaces 
parcourus depuis l’origine du mouvement sont proportionnels aux 
carrés du temps. 

L’observation et l’êxpérience nous présentent aussi journellement 
ce mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en 
faisant abstraction de la résistance de l’air, et de toute autre cause 
étrangère d'altération. La constante b, qui est le seul élément qui entre 
dans la constitution de ce mouvement, est la même pour tous les corps 
dan» le même lieu de la terre, et dépend de la force de la gravité qui 
le produit et qui agit sans cesse de la même manière sur le mobile. 
Ainsi, ce mouvement ne se continue qu'en vertu delà force, que l’on 
peut regardér comme une cause extérieure agissant continuellement 
sur le corps, et dont le coefficient b est la mesure. 
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Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande 
raison que les temps, on le nomme mouvement accéléré, et, en par- 
ticulier, on appelle celui dont il s'agit, uniformément accéléré , par la 
raison que nous verrons dans un moment. 

Si l'on représente ici le temps par l’abscisse, et l'espace parcouru 
par l'ordonnée d’une courbe, on voit nue cette courbe sera une para- 
bole dont le paramètre sera -, , et dont l’axe principal sera l'axe des or- 
données >•. 

Le mouvement le plus simple, après celui que nous venons de con- 
sidérer, serait celui où l'on aurait x = et 3 ; mais la nature ne nous 
offre aucun mouvement simple de cette espèce, ca nons ignorons ce 
que le coefficient c pourrait représenter, en le considérant d’une 
manière absolue et indépendante des vitesses et des forces. 

Ce sont là les mouvements simples dont toutes, les autres espèces 
de mouvement peuvent être regardées comme composées ; et l’art de 
la mécanique consiste dans cette composition et décomposition, d’où 
résultent les rapports entre les temps, les espaces, les vitesses et les 
forces. 

3. Si l’on réunit les deux espèces de mouvement «pic nous venons 

de considérer, on aura le mouvement représenté par l’écpiation 

*• * ' 

. y x = at -+- bi 1 , . 

* ' T 

qui sera, par conséquent, composé d’un mouvement uniforme et d’un 
mouvement uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des 
deux causes qui peuvent produire chacun d’eux en particulier, c’est-à- 
dire d’une vitesse proportionnelle à a, primitivement imprimée, et 
d’une force accélératrice proportionnelle à b, agissant continuellement 
sur le mobile. 

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvements 
dans les corps pesants lancés verticalement de haut en bas, ou de bas 
èn haut, en faisant abstraction de la résistance de l’air, et de toute 
autre cause étrangère. Dans les corps lancés verticalement de haut en 
bas, la force b agit dans la direction même du mouvement, comme 
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nous le supposons; mais, dans les corps lancés verticalement de bas ep 
liaut, la force b agit en sens contraire, et devient, par conséquent, 
négative; elle tend ainsi à retarder le mouvement du corps, et. s’ap- 
pelle alors force retartlatrice. Le mouvement lui-même s’appelle, dans 
ce cas, uniformément retardé. 

I /observation nous fait voir que, dans la composition de ces deux 
mouvements, chacun d’eux se conserve comme s’il était seul dans le 
mobile, de manière que l’espace parcouru, au bout d’un temps quel- 
conque, est exactement la somme ou la différence des espaces que le 
mobile aurait parcourus séparément, en vertu des deux causes qui pro- 
duisent les deux mouvements; de sorte que le résultat , c'est-à-dire 
l'espace parcouru, est le même que si les deux mouvements avaient 
lien séparément et successivement. 

i. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelconque 
représenté par l'équation .r = IV, f t étant une fonction quelconque 
de t. Au bout du temps t, le mobile aura parcouru l’espace fV; et au 
bout du temps t -+- 9, il aura parcouru l’espace f (t -+■ 9) : par consé- 
quent, la différence f (t -+- fl) — ft sera l’espace parcouru pendant fe 
temps 9, qui a commencé à l’instant oii le temps / a fini. La fonction 
f (t -i- 9), étant développée suivant les puissances de 9, devient 

fvV 9Ct -+- !r»+ ... % 

, ■ « . a * 

comme on l’a vu dans la première partie: donc l'espace parcouru 
durant le temps 9 sera représenté par la formule 

«r* -t- - n -+- - 5 rv -+- .... 

/ a a.d 

dans laquelle le temps t écoulé avant le temps 9 est maintenant re- 
gardé comme une constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace 
est parcouru sera composé de différents mouvements partiels, dont 

\ 6* 6 X • *"• 

les espaces répondant au temps 9, seront 9f 't, — f"t, ^ f"7, etc. ; et 
l’on voit que le premier de ces mouvements partiels sera uniforme 
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avec une vitesse mesurée par ï't ( n° 2), et que le second sera unifor- 
mément accéléré et dû à une force accélératrice proportionnelle à \î"t 
(n° 3). A l'égard des autres, comme ils ne se rapportent à aucun mou- 
vement simple connu, il ne sera pas nécessaire de les considérer eu 
particulier, et nous allons faire voir que l’on peut en faire abstraction 
dans la détermination du mouvement au commencement du temps S. 

En effet, si l’on développe la fonction f (f - 4 - 9) par notre formule 
générale de la première partie ( n°* 40, 78), On aura 

ft + Sf'i -+- ? f r t + ( n (t -4- Afl), 

A étant un coefficient inconnu dont la valeur est nécessairement com- 
prise entre o et i ; de sorte «pie l’espace parcouru dans le temps 9 sera 
exprimé exactement par la formule 

9n -h 6 'n-h il Hf h- A fl). 

a a.3 ' 7 - 

Les deux premiers ternies représentent, comme l’on voit, le mouve- 
ment compté d’uniforme et d’uniformément accéléré; le troisième 
représente la totalité des deux autres mouvements qui se combinent 
avec celui-là, et qui empêchent le vrai mouvement d’être un simple 
résultat de ces deux. Mais j’observe que l’on peut prendre 9 assez 

. * , * 0 * 

petit pour que le mouvement composé des deux termes 9f ’t -+- — f " t 

approclie plus du véritable mouvement «jue ne pourrait faire tout 
autre mouvement composé d’un mouvement uniforme et d’un mouve- 
ment uniformément accéléré : car la différence des espaces parcourus 
pendant le temps 9, par le mouvement composé dont il s’agit, et par le 

4 » t 0 * ■ , 

véritable mouvement, sera exprimée par f m (t -f- a 9) ; mais K espace 

parcouru par tout autre mouvement composé d’un uniforme et d’un 
uniformément accéléré, étant représenté par «9 -t- ê9 J ( n° 3 ), la dif- 
férence entre cet espace et le véritable espace parcouru sera 

9 {ft _ a) r+- 9’ (i ft - A) -f- ~ f ”(t -+- Afl) ; 
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et il est aisé de prouver par un raisonnement semblable à celui du n" 3 
(deuxième partie) que tant que a et b difïèrent de Pt et if "t, on 
pourra toujours prendre 0 assez petit pour que cette dernière diffé- 
rence surpasse la première, et que dès que cette condition aura Ueu 
pour une valeur, de 0, elle aura lieu, à plus forte raison, pour toutes 
les valeurs plus petites! Donc le terme 0f 7 exprime tout ce qu’il peut 
y avoir d' uniforme dans le mouvement proposé, considéré au com- 

fit 

mencement du temps 0,* et le terme —.f'7 exprime de même tout ce 

qu’il peut y avoir dans ce mouvement d’uniformément accéléré. 

On peut conclure delà que fout mouvement rectiligne, représenté 
par l’équation .r = ft, peut, dans un instant quelconque au bout du 
temps t, être regardé comme composé d’un mouvement uniforme dû 
à une vitesse imprimée au mobile, mesurée par Pt, et d’un mouvement 
uniformément accéléré dû à une force accélératrice agissant sur le 
mobile et proportionnelle à {ft, ou simplement à ft; que, par con- 
séquent, si les causes qui empêchent le mouvenient proposé d'être 
uniforme venaient à cesser tout à coup, le mouvement se continue- 
rait dès cet instant d’une manière uniforme avec une vitesse mesurée 
par Pt ; et que .si l’effet de ces causes, au lieu de devenir nul, devenait 
constant, le mouvement deviendrait composé du mouvement uniforme 
dont nous venons de parler, et d’un mouvenient uniformément accé- 
léré, commençant au même instant, en vertu d’uqe force accélératrice 
constante et proportionnelle à ft. 

Plusieurs phénomènes de la nature, et surtout les résultats des diffé- 
rentes expériences qué l'on a imaginées sur lit chute des corps, con- 
firment pleinement la conclusion que nous venons de trouver, et qui 
doit être regardée comme le principe fondamental de toute la théorie 
du mouvenient. 

». Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel 
l’espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la fonc- 
tion prime de cette fonction représentera la vitesse, et la fonction 
seconde représentera la force accélératrice dans un instant quelconque; 
car, comme les temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des 
3* èd .. 4 1 
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choses hétérogènes que l’on ne peut comparer ensemble qu’après les 
avoir réduites en nombres, en les rapportant chacune à une unité dé- 
terminée dans son espèce, nous pouvons, pour plus de simplicité, ex- 
primer immédiatement la vitesse et la force par les fonctions primes et 
secondes, comme nous exprimons l’espace .par la fonction primitive. 
D’où l’on voit que les fonctions primes et secondes se présentent na- 
turellement dans la mécanique, où elles ont une valeur et une signifi- 
cation déterminées ; c’est ce qiù a porté Newton à établir le calcul 
des fluxions sur la considération du mouvement. Ainsi l'espace, la 
vitesse et la force étant regardés connue des fonctions du temps, sont 
représentés respectivement par la fonction primitive, par sa fonction 
prime et par sa fonction seconde; de manière que, connaissant l’expres- 
sjorf de l’espace par le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse 
et de la force par l’analyse directe des fonctions: mais si l’on ne con- 
naît que la vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter 
aux équations primitives par les règles de l’analyse inverse. 

Ces notions de la vitesse et de la force accélératrice sont, comme l’on 

" . t 

voit, très-simples, et indépendantes de toute métaphysique. Elles sont 
fondées sur la nature du mouvement regardé comme le transport d’un 
corps d’un lieu à un autre. Si un corps demeure en repos, Sa vitesse 
est évidemment nulle; mais il peut éprouver l’action d’une force accé- 
lératrice qui, étant arrêlée par quelque obstacle, ne produit qu’une 
tendance au mouvement. Cette force est alors ce què l’on appelle 
pression ou force morte, et peut être comparée à l’action qu’un corps 
pesant exerce sur l'obstacle qui l’empêche de tomber. 

6. Désignons para- l’espacSiJtercouru durant le temps t, en regar- 
dant r comme fonction de t, n n aura, suivant la notation employée 
jusqu’ici, x' pour la vitesse au bout de ce temps, et x" pour la force 
accélératrice dans le même instant; d’où l’on voit que, si la loi du mou- 
vement est donnée par une relation entre le temps, l’espace, la vitesse 
et la force, on aura une équation du sècond ordre entre t , .r, x', x", 
d’où il faudra tirer l’équation primitive en t , en x par les règles de 
l’analyse inverse des fonctions, et l’on déterminera les deux constantes 
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arbitraires qui entreront dans cette équation, p$r les valeurs données 
de .r et .r' dans un instant donné, c’est-à-dire par l’espace et la vitesse, 
que l’on suppose connus dans cet instant. 

Dans le mouvement uniforme représenté par l’équation x = at, on 
aura donc 

.r' = a, x"= o ; 


ainsi, le coefficient», rapport de l’espace parcouru au temps, exprimera 
la vitesse, et la force accélératrice sera nulle. Dans le mouvement uni- 
formément accéléré et représenté para: = bt’ , on aura 

x' = 2 bt, et x" = %b. 

P 

Donc la vitesse, dans un instant quelconque, est proportionnelle au 
*emps écoulé depuis l’origine du mouvement. Le rapport entre la 
vitesse et le temps exprime la force accélératrice, et est double du 
rapport entre l’espace. parcouru et le carré du temj». L’augmentation 
continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espèce de mouvement, 
lui a fait donner le nom de mouvement uniformément accéléré. 

Ce qu’il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les 
forces accélératrices, c’est de prendre la force' de la gravité dans un 
lieu donné pour*!’ unité. Ainsi l’on aura pour les corps pesants, 


dout- 


ai» = i et b = - ; . 

a ’ 



de sorte que l’on peut déterminer la vitesse par la racine carrée du 
double de la hauteur d’où un corps pesant doit tomber pour acquérir 
cette vitesse. Par conséquent, si l’on veut prendre, une vitesse donnée 
pour l’unité des vitesses, il faudra alors prendre pour l’unité des 
espaces le double de la hauteur nécessaire pour la produire. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 

De la composition des mouvements, et en particulier de celle de 
tfois mouvements uniformes. De la composition et de la décompo- 
sition des vitesses et des forces. De la trajectoire des projectiles 
dans le vide. 


7. Nous venons d’examiner la nature et les propriétés du mouve- 
ment rectiligne ; le mouvement curviligne se réduit naturellement à 
deux ou trois mouvements rectilignes, suivant que la courbe décrite par 
le mobile est à simple ou à double courbure. En effet, en rapportant 
cette courbe à deux ou trois coordonnées rectangulaires x, y, z, il est 
clair que la détermination du point de la courbe où le mobile se trou- 
vera à chaque instant, dépendra de la valeur de ces- coordonnées au 
même instant ; de sorte que chacune de ces coordonnées sera une 
fonction donnée du temps, et pourra représenter l’espace rectiligne 
parcouru par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur 
chacun des trois axtes des mérites coordonnées. 

Ainsi, si le mouvement se fkit dans un plan, il pourra être représenté 
par les deux équations • 

• **■ x — fl, y — Ft; 

d’où, éliminant t, on aura en x et y l’équation de la ligne parcourue 
par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans différents, il sera 
représenté alors par les trois équations 

x=f t, y = F<, z = <pf ; 
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d'où, éliminant l, on aura deux équations en x, y , z, qui détermine- 
ront la ligne à double courbure décrite par le corps. 

Supposons d’abord que les trois mouvements relatifs aux axes des 
x, y, z soient uniformes, on aura 

x = at, y — ht, z = et, 

v 

a, b , c étant les vitesses de ces mouvements. Éliminant t, on aura 

bx . ex 

Y = — et z = — , 

• J a a 

deux équations qui appartiennent à une ligne droite passant par l'ori- 
gine des coordonnées, et dont les projections sur les plans des x, y, 

b c 

et des x, z font, avec l’axe des x, des angles dont - et - sont les tan- 

gentes. La partie de cette droite qui répond aux coordonnées x, y, z 
sera donc 

y/r’ -h y* -+- z* = t y/a’ + 4’+^ ; 

ce sera l'espace décrit pendant le temps t, en vertu des trois mouve- 
ments uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligne 
et uniforme, avec une vitesse égale à y/a’ -+- b* -t- c’. A l’égard de sa 
direction, il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coor- 
données x, y, z, et il est visible que, puisque at, bt, et sont les pro- 
jections de la ligne t y/a’ -4- b* 4- c’ sur les trois axes, les rapports 

c - — — t seront les cosinus des angles 


Va* -4- h' -f. c* y^rt* -4-i’ -4- c’ Va* -4- b'-^-c* 
que cette direction fait avec les mêmes axes. La somme des carrés de 
ces cosinus est, comme l’on voit, égale à l’unité, ce qui est la pro- 
priété connue des angles qu’une même droite fait avec trois autres 
droites perpendiculaires entre elles. 

8. Nommons A la vitesse du mouvement composé, et a, f, y les 
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes, on aura 

A = y/fl’ -4- />’ -4- c’, 
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et * 

a b c 

= cos a, -£ = cosp, = cos y; 

d’où l’on tire 

o = A cos a, b = A cos fi, c=Acosy. 

On voit par là comment la vitesse A d’un mouvement uniforme, 
suivant une direction donnée, peut se décomposer dans trois vitesses 
a, b, c suivant des directions perpendiculaires entre elles. 

Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des 
directions données, faisant, avec trois axes perpendiculaires entre eux, 
les angles respectifs a, fi, y et A, u, v, il en résulterait, suivant ces 
mêmes a\es, les vitesses composées 

A cos a 4 - B cos A, A cos fi -f- Beos u, A cos y -+- B cos v ; 

et ces vitesses donneraient une vitesse unique C, avec une direction 
qui ferait, avec les mêmes axes, les angles t, p, a-, de manière que l'on 
aurait 

C cos 7t = A cos «+ Il cos A, 

C cos p = A cos fi -+- B cos u, • 

C cos s- = A cos y -+~ B cos v. 

Comme les lignes A cos a, A cos fi, A cos y sont les projections sur 

les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse A, et 

ainsi des autres quantités semblables’, il est facile de conclure des équa- 
tions précédentes que, si f on place les deux lignes A et B l’une au 
bout de l’autre, suivant leurs propres directions, la ligne C joindra ces 
lignes, de sorte que A, B, C seront les trois côtés d’un triangle; et si, 
sur les deux lignes A et B partant d’un même point, on construit un 
parallélogramme, la ligne C en sera la diagonale. De cette manière, la 
composition et décomposition des vitesses se réduit à une considéra- 
tion géométrique très-simple; mais, pour le calcul, il est plus simple 
encore de tout rapporter à tr ois axes perpendiculaires entre eux par 
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les formules précédentes, que l’on peut étendre à autant de vitesses 
que l’on aura à composer. 

Nous remarquerons encore que si l'on nomme A l’angle des deux 
lignes A et B partant d’un même point, le carré de la ligne qui les 
joindra sera exprimé, comme l’on sait, par 

A’ — 2 AB cos A -4- B*. 

D’un autre côté, en considérant les projections de ces lignes, il est aisé 
de voir que ce même carré sera exprimé par 

(A cos a. — B eosA)’-+- (A cos jî — B cos /u) 1 -+- (A cos y — Beos»)’ 
= A’ 4 - B 1 tr- 2 AB ( cos a, cos A cos fi cos u -+- cos y cos ») ; 

d’oii l’on tire, par la comparaison, 

cos A = cos a cos A H- cos fi cos ,u -+- cos y cos v, 

équation qui donne la relation entre l’angle A de deux lignes et les 
angles a, (3, y et A', /u, » que ces lignes font avec trois axes perpendi- 
culaires entre eux. Cette relation est connue dans la trigonométrie sphé- 
rique; mais, comme nous aurons occasion d’en faire usage dans la suite, 
nous avons été bien aise de la démontrer par la méthode des projections . 

9. I -1 considération des mouvements uniformes nous a donné la 
composition ef la décomposition des vitesses; celle des mouvements 
uniformément accélérés nous donnera de même la composition et la 
décomposition des forces. 

En effet, supposons que les trois mouvements rectilignes suivant les 
axes des coordonnées x, y, z soient uniformément accélérés et pro- 
duits par des forces accélératrices g - , h, k, on aura (n°6) 

X=\gt*y y = \ht', Z=±l\kt*. 

L’élimination de lionne 
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ce gui fait voir que la ligne décrite en vertu de ces mouvements est 
aussi une droite passant par l’origine des coordonnées, la partie de 
cette droite qui répond aux coordonnées x, y , z sera donc aussi 


\fx' +/ + I 1 = -+- h 1 -4- A* j 


ce sera l’espace parcouru par le mouvement composé, pendant le 

temps t : d’où l’on voit que ce mouvement sera aussi uniformément 

accéléré, et dû à une force accélératrice égale à \j g* ■+■ h * -+- A*. 

Et comme les lignes jgt*, i ht 1 , |At 3 sont les projections de la ligne 

\Jg* -+- A 1 A 3 sur les trois axes, les rapports , 

V § ^ "4“ fi 

* -- seront les cosinus des angles que la direc- 




tion du mouvement composé fera avec les mêmes axes. 

On voit par là que la composition des mouvements uniformément 
accélérés suit les mêmes règles que celle des mouvements uniformes, 
et que, par conséquent, la composition et décomposition des forces se 
fait de la même manière que celle des vitesses ; de sorte que les for- 
mules trouvées dans le numéro précédent s’appliqueront également aux 
(brces accélératrices, en sulrstituant simplement les forces aux vitesses. 

Ainsi, si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H, sui- 
vant des directions données, dont les angles avec trois axes perpendi- 
culaires entre eux soient respectivement <*, fi, y et A, u, », il en résul- 
tera, suivant les directions des trois axes, les forces composées 


G eos a. -h H cos A, G cos fi -h H cos u, G cos y -h H cosv; 


et si K est la force unique résultante de celle-ci, en nommant 7r, p, a 
les angles que sa direction fera avec les mêmes axes, on aura les équa- 
tions 

K cos tt — G cos a -H H cos A, 

K cos p = G cos (3 -t- H cos n, 

R cos tr — G cos y -+- H cos ». 

Cette manière de considérer la composition des vitesses et celle des 
forces comme des résultats de la composition des espaces parcourus 
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111c parait la plus naturelle, et elle a l’avantage de foire voir clairement 
pourquoi la composition des forces suit nécessairement les mêmes lois 
que celle des vitesses. Comme on peut considérer les forces indépen- 
damment du mOHvement, on a cherché à déduire leur composition de 
principes purement géométriques ou analytiques ; mais il ne serait pas 
impossible de prouver que toutes les démonstrations que l’on a données 
de la composition des forces ne sont que la composition des espaces, 
déguisée: il n’en fout peut-être excepter que celles qui sont fondées 
sur l’équilibre du levier droit. 

10 . Si les mouvements suivant les axes des coordonnées étaient com- 
posésd’uniformes et d’uniformément accélérés, de manière que l’on eût 

x = at + {gt*, y = bt -t- :=rt+ 

alors la ligne décrite en vertu de ces mouvements ne serait plus droite, 
elle serait seulement dans un même plan passant par l’origine des coor- 
données; car, en éliminant t et t 1 des trois équations, on aurait une 
équation de la forme 

. Le -t- mjr -t- riz — o. 

Mais on peut composer à part les trois mouvements uniformes et les 
trois mouvements uniformément accélérés, et il en résultera un mou- 
vement composé d’un simple mouve’ment uniforme suivant une direc- 
tion donnée, et d’un simple mouvement uniformément accéléré sui- 
vant line autre direction donnée. 

La nature nous présente abssi la combinaison de ces mouvements 
dans les projectiles lancés obliquement à F horizon, en faisant abstrac- 
tion de la résistance de l’air. Le mouvement uniforme, effet de la 
vitesse imprimée, se continue en ligne droite, comme s'il était seul ; et 
le mouvement uniformément accéléré, effet de la gravité du corps, se 
continue aussi verticalement de haut en bas, comme s'il était unique 
dans le mobile, de manière qu’au bout d’un temps quelconque, le 
corps se trouve an même point où il serait si ces deux mouvements 
s’effectuaient successivement et indépendamment l’un de Pautre; et à 
3* *■'</. 4a 
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chaque instant, le corps a à la fois la vitesse du mouvement uniforme et 
la vitesse du mouvement uniformément acméré, et de ces deux vitesses 
suivant des directions différentes, se compose la vitesse du projectile. 

Soit H la hauteur d'où il- faudrait qu’un ctorps tombât pour acquérir 
la vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement à l'horizon ; 
cette vitesse sera exprimée paç, y/aH , en prenant la force accélératrice 
de la gravité pour l’unité* (n’G). fie là, en prenant les abscisses a: 
horizontales et dans le plan de la ligne de projection, et les ordonnées 
Y verticales et dirigées de haut en bas, et nommant a. l'inclinaison de 
la ligne de projection avec l’horizontale .r, on aura \f y. H cos a et 
^/âlïsina pour les vitesses horizontale et verticale: donc les” ex- 
pressions de .t et )' deviendront 


,r = / y/aH cos a, et y = t y/ zH sin a. — 1 1 ‘ , . • 

parce que la direction de la gravité étant contraire à celle des ordon- 
nées y, le terme \t', dû à l'accélération de la gravité, doit être pris 
négativement. En éliminant t de ces équatioas, on aura 


y — s tanga — 


4 H cos s a 


équation à une parabole, d ! où Tou pourra déduire les propriétés con- 
nues de la trajectoire des projectiles dans le vide ; mais ce n’est pas 
ici le lieu d’entrer dans çe détail.. 


W 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

Du mouvement curviligne. Des vitesses et des forces dans ces mouve- 
ments. Équations générales du mouvement d ’un corps sollicité par 
des forces quelconques . De la manière d’éliminer le temps dans ces 
équations pour trouver la courbe décrite par le corps. 


11. Considérons maintenant un mouvement tpielconque. et suppo- 
sons que les coordonnées x, y , z de la courbe décrite par le mobile 
soient des fonctions données du temps t. Dans un instant quelconque, 
au bout du temps t, le corps aura, suivant la direction de l’axe des .»', 
la vitesse x' et la force accélératrice x" (n“6); il aura pareillement , 
suivant la direction de l'axe des y, la vitesse jy' et la force accéléra- 
trice r"; et suivant la direction de l’axe des s,' la vitesse z' et la lorCe 
accélératrice z" . Donc les trois vitesses x', y', f donneront la vitesse 
composée \jx '* -h y' 2 -+- z' 2 , que nous appellerons u, dont la direction 
fera, avec les trois axes, des angles dont les cosinus seront 

° / U II U 

de sorte que, nommant a, ë, y ces angles, on aura ( n° 8 ) 

... . T • 

x' = u cos a., y' = u cosë, z — u eos y. 

Nous remarquerons d’abord ici que l’expression de la vitesse u 
du mobile est la même (pie celle de la fonction prime de l’arc de la 
courbe parcourue n° 57 (deuxième partie); de sorte que nommant, 
en général , s l’espace curviligne parcouru par le corps, et le regar- 
dant comme une fonction du temps, on aura s ' pour vitesse réelle du 

. / « a - 
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mobile, comme si le mouvement était rectiligne. Nous remarquerons 
ensuite que la direction de cette vitesse sera la même que celle de la tan- 
gente de la courbe; car, par les formules du n° 33 ( deuxième partie}, 
ou voit que y' et z' sont les tangentes des angles que la tangente de la 
courbe projetée sur le plan des x et y et sur celui des x et z, fait avec 
l’axe des r; mais comme, dans ces formules, y et z sont supposées 
fonctions de x, pour les appliquer au cas où l’on suppose x, y, z fonc- 
tion d'une troisième variable t, il faudra, suivant la remarque du n" 30 

( première partie ), substituer et —, à la place de y' et z , de sorte 

que les tangentes des angles dont il s’agit seront exprimées par -- et A ; 

res angles seront donc les mêmes que ceux des projections sur les 
même» plans de la ligne qui serait décrite par la vitesse composée de 
trois vitesses x', y', z' (n° 7) ; par conséquent, cette ligne coïncidera 
avec la tangente de la courbe. De là il suit que si les causes qui em- 
pêchent le mouvement d’être rectiligne et uniforme venaient à cesser 
subitement dans un instant quelconque, le mobile continuerait son 
mouvement par la tangente, avec une vitesse égale à la fonction prime 
de l’arc décrit. 

-Suivant le calcul différentiel, les fonctions primes ,r', >•', z' sont 

représentées par ~ ’ y, > ^ les fonctions secondes x", y", z 9 par 

d’x d'y d'z 

> -y- ) yp, 1 en prenant itl constant. 


12. I .es trois fqrces accélératrices x", > z*.. donneront de même 

( n" 9) unè, forcé unique exprimée par ^x** -f-, ■£'*-*- z**, que nous 
appellerons P, et dont ,1a direction fera, avec les trois axes des eoor- 

. t-z • 4 ,." 1 . ^ . ** .' x " y" ' 

données .r, y, z, des angles dont les cosinus seront -= > y, • p ; de 
r V 4 c i y v 

sorte que, nommant A, u, » ces angles, on aura 


x 


P cos A, Y* = Pcos«, -z* P cos». 

*' . ; ' 


i^insi^ oonaaitegpif la foi du mouvement du corpe, cgst-fodhre les 
valeurs de r, y, z eh /, bn pourra trouver, par ces équations, la force 
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accélératrice et sa direction à chaque instant; et réciproquement, con- 
naissant la force P avec les angles A, m, », on aura trois équations du 
second ordre qui serviront à déterminer x, y et z en t. F .es problèmes 
de la première espèce ne dépendent que de l’analyse directe des fonc- 
tions, et sont, par conséquent , toujours résolubles; ceux de la seconde 
espèce dépendent de l'analyse inverse des fonctions, et sont sujets à 
toutes les difficultés de cette analyse. 

Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices I’ 
et Q suivant des directions faisant, avec les axes des x, y, s, des 
angles A, /x, » pour la force P, et i r, p, <r pour la force Q, on aurait, 
par les formules des numéros cités, 

x" — P cosA -+- Q cos -r, 
y" = P cos u -t- Q eosp, 
z" = P cos y -f- Q cos s- ; 

% 

et ainsi de suite, pour tel nombre de forces que l’on voudra. 

, / * 

13. Supposons (jue les directions des forces P, Q fassent, avec la 

tangente de la courbe, les angles A, T, puisque, dans les formules 
du n° 11, les angles a, fi, y sont les mêmes que ceux de la tan- 
gente avec les trois axes, on aura, par la formule trouvée à la fin 
du n° 8, 

cos A — cos a. cos A -f- cos 3 cos ,u -+- cos y cos », 
et «le même 

cos r — cos a. cos t -+- cos fi cos p -+- cos y cos y. 

Donc, multipliant les trois dernières équations du numéro précé«lent 
par cos a, cos fi, cos y, et les ajoutant ensemble, on aura 

* • «r.,. • » » ’ * 

x" cos a. -4- »"cos fi -+- z"cos y = P cos A -i- Q cos r. 
Substituant pour cos a, cos fi, cos y leurs valeurs ~ ~ ( n ° H), 
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et remarquant que — — : est la fonction prime de 

yfx r *~- J r- y'* 4 - i 7 *, c'est-à-dire de r', que, jiar conséquent, cette quan- 
tité est égale à s'\ on aura l’équation 

s" = P cos A -t- Qcos r, 

qui est, comme l’on voit, semblable aux équations du mouvement 
rectiligne suivant les trois axes. 

Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du 
corps cpii est exprimée par s'; et l’on voit que les forces perpendicu- 
laires à la tangente n'influent en rien sur la vitesse, puisque les angles 
A, r étant alors droits, leurs cosinus sont nuis, ce qui détruit les 
termes dus à ces forces dans l'expression de s". D’où l’on peut con- 
clure, en général, que lorsqu’un corps est contraint de se mouvoir 
dans un canal d’une figure donnée, comme l’action des parois du 
canal sur le corps ne peut s’exercer que perpendiculairement au canal 
même, la vitesse du corps ne sera nullement altérée par cette action. 
Au contraire, les forces qui agissent suivant la tangente produisent 
sur la vitesse leur plein et entier eflêt, comme si le mouvement du 
corps était rectiligne, puisque les angles A, r devenant nuis par ces 
forces, leurs cosinus sont égaux à l'unité. 

14. La gravité et toutes les forces d attraction connues agissent 
également sur toutes les parties matérielles des corps, et produisent le 
même mouvement, abstraction faite de l’inégalité des forces, à raison 
des distances ; de sorte que l’effet de l'action «le ces forces est indé- 
pendant de la masse du corps nui, et est le même, par rapport à la 
vitesse imprimée, que si la masse était réduite à un point. Dans les 
attractions réciproques des corps, la force d’attraction est proportion- 
nelle à la masse du corps attirant, paire que chacune de ses particules 
attire également; par conséquent, le mouvement absolu imprimé 
au corps attiré est simplement proportionnel à la masse du corps 
attirant. 

Il n’en est pas de même des forces qui ne pénètrent point dans 


Digitized by Google 


TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE TROISIEME. 335 

l’intérieur des corps, et qui n'agissent qu’à l’extérieur, comme l’action 
des ressorts, celle de la résistance des fluides, les' forces produites par 
la pression, par la tension des fils, etc. II est clair que ces forces ne 
peuvent produire le même effet sur différents corps, à moins qu’elles ne 
soient proportionnelles à leurs masses; car, si une force double, par 
exemple, agit sur un corps de masse double, c’est la même cbosg que 
si deux forces simples agissent séparément sur deux masses simples. 11 
est clair aussi que l’effel produit Sur une même masse ou des masses 
égales par d i fforentes forces , c’est-ànlire le mouvement ou la vitesse 
imprimée doit être proportionnelle aux forces: ainsi, si uneforce F, 
agissant sur une masse M, y imprime la vitesse V, une force /«F, agis- 
sant sur la masse m M , y imprimera la même vitesse V ; mais la force 
wiF, agissant sur la masse M, lui imprimera la vitesse mV : donc la 
même force »tF imprimera à là masse m M la vitesse V, et à la masse M 
la vitesse m \ ; d’où il 'Suit que les vitesses imprimées par une même 
force à des niasses différentes sont en raison inverse des masses. 
Donc, en. général, l’effet d’une force donnée sur une masse donnée 
est en raisoti directe de la force et en raison inverse de la masse, ou 
comme la force divisée par Ja masse-: 1 

Ce principe est confirmé par f expérience ; car un ressort placé entre 
deux corps, et agissant également sur l'un et sur l’autre, leur imprime 
des vitesses en raison inverse de leurs puisse», liorsque deu^ corps 
durs, mus sur la même ligne en sens oppôsés, viennent à se choquer 
avec des vitesses en raison inverse de leurs masses, Us s’arrêtent après 
le choc, par la destruction-réciproque de leur mouvement; et s’ils 
sont parfaitement élastiques, ils sont réfléchis en arrière, chacun avec 
la même vitesse qu'il avait avant le choc. _ • ' . 

Dans les corps pesants, comme la gravité agit également sur toutes 
les parties de la masse du corps, son aètioii absolue est proportion- 
nelle à la masse ; donc, divisant cette action^par la masse, l’effet dé la 
pesanteur pour imprimer du mouvement aux corps devient indépen- 
dant de leur masse, et est le même pour fous les corps. Mais si deux 
corps pesants se tiennent par un fil passant sur une poulie, comme les 
forces qui résultent de leur pesanteur, et qui sont proportionnelles 


336 


THEORIE DES FONCTIONS. 


aux masses, tirent le fil en sens contraire, il n’y a que la différence de 
ces forces qui puisse leur imprimer du mouvement ; et comme les 
deux corps doivent se mouvoir conjointement et parcourir le même 
espace vertical dans le même temps, la masse totale à mouvoir est 
la son une des masses: ainsi, l’action de la gravité pour mouvoir ces 
corps se trouve diminuée en raison de la différence des masses à 
leur somme ; par conséquent, les espaces parcourus au bout d’un 
temps quelconque seront à ceux d’un corps pesant qui tombe libre- 
ment, dans la même raison. C’est ce que l’expérience confirme dans la 
machine inventée par Âtweod pour démontrer leg lois de l’accélération 
des graves. 

to. Il résulte du principe que nous venons d’exposer, que les 
forces accélératrices d’un corps doivent être estimées par les valeurs 
absolues des forces qui agissent sur le corps, divisées par la masse 
même du- corps. Ainsi, si P, Q, etc., expriment les valeurs absolues 
des forces qui agissent sur un corps dont la masse est M , suivant des 
directions qui fassent, avec les axes des coordonnées ,r, y, z, les angles 
A, «, v pour la force P, les angles 7r, p, tr pour la force Q, et ainsi 
des autres, il faudra, dans les formules du n° 12 , mettre partout 

NT’ ST’ etc ’’ “ k* P' ac€ de Q. e * c -> ou, ce qui reviendra au même, 

multiplier par M les quantités x" , y" , z" . De cette manière, on aura 
donc pour les équations du mouvement du coips M , sollicité par les 
forces ou puissances quelconques P, Q , etc. , les équations 

M.r" = P cos A -+- Qcost +• ..., 

M>" = P cos tA, 4 - Q cos p-+- 
M:* — P cos » -4- Q cos y H- 

ïiOrsqtie des corps s’attirent mutuellement, comme l'attraction est 
censée venir de toutes les parties de la niasse attirante et agir sur toutes 
les parties de la -masse attirée, il -s’ensuit que la valeur absolue de la 
force d’attraction entre deux corps doit être proportionnelle au pro- 
duit de leurs masses. 
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16. Dans ces équations, les coordonnées x, y, z sont regardées 
comme des fonctions du temps t. Pour avoir les équations mêmes de 
la courbe décrite par le corps, il faudra éliminer le temps, et réduire 
les coordonnées y et z à de simples fonctions de .r. Voici l ’esprit et le 
fondement de cette réduction. 

En regardant les quantités x, y, z comme fonction de t , lorsque t 
devient t -+■ 9, ces quantités deviennent 


x ■ 


fl»'- 


2 


JV 

3 . 3 


y 

z 





par les principes établis dans la première partie sur le développement 
des fonctions. . 

En regardant, d'un autre côté, y et z comme fonctions de x, 
lorsque x devient x -t- i, ces mêmes quantités deviennent 


y + Hy') + j (y') 

* + *■(*')+?(*') + é ^ +-■ 


Je renferme ici les quantités y', y ", etc. , z', z " , etc. , entre des paren- 
thèses, pour les distinguer des mêmes quantités relatives à la première 
hypothèse. 

Donc, si l’on fait 


t = flx'-t--x'-H 
2 


9* 

a.3 


x 


m 


4- 


» 


il faudra que l’on ait, quel que soit fl, l’équation 

* </) + 7 Lr") + ê (O + ••• = V + + O ^ + 

r 

et, de même , 

i (*') + 7 (O + A (*") +...=«*' + 


3' éd. 


A3 
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et ainsi de suite; d’où ! on tire 

, ..ms. y m —(jr')x*—'S(j‘')x'x v _ y” •' y J* 3yV 

! ~~ t. '• -r* *■'» x ‘ 


\ Y X "* _ 

T-'* > 


et ainsi de suite, lît l’on aura, par la seconde équation, des formules 
semblables pour (2'), (2"), etc. , en changeant seulement la lettre y 
en 2. 

Ces formules s’accordent avec celles que nous avons trouvées, d’une 
autre manière, dans la première partie (n° oO ) ; car 011 voit que 


<•>') = ï” 


(£)' 

(y") = HA etc. 


L'analyse précédente est plus directe et résulte des premiers prin- 
cipes de la chose ; mais celle de l’endroit cité a l’avantage de faire 
voir la loi de la progression, car elle donne immédiatement 


(/)=■£. (r* 


(/') = 


et ainsi de suite, en désignant par un trait appliqué aux parenthèses 
carrées, la fonction prime dé la quantité renfermée entre les paren- 
thèses. - • ••'•. . ‘ : * , 

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équa- 
tions qui contiennent les fonctions dérivées x ' , x", etc. , y', y* . etc. , 
z , 2", etc. , relativement à t, en d'autres équations où il n’y ait que les 
fonctions dérivées (,/'), (,y"), etc., (2'). (2"), etc., relativement à x. 


Digitized by Google 


TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE QUATRIEME. 


CHAPITRE QUATRIÈME. 

De la question où il s'agit de trouver la résistance que le milieu doit 
opposer pour que le projectile décrive une courbe donnée. Analyse 
dé la solution que J\ ewton a donnée de ce problème dans la première 
édition de ses Principes. Source de i erreur de cette solution. 
Distinction entre la méthode des séries et celle des Jonctions dé- 
rivées, ou du calcul différentiel. 


17 . Pour montrer l'usage des formules que nous venons de donner, 
supposons que l’on demande la résistance du milieu, en vertu de 
laquelle un corps pesant lancé dans ce milieu décrirait une courbe 
donnée. On regardera la résistance comme une force retardatrice qui 
agit dans la direction même du corps, c’est-à-dire dans celle de la tan- 
gente de la courbe; ainsi, en nommant r la résistance, c’est-à-dire 
l’action du milieu résistant sur la surface du corps, divisée par la 
masse même du corps, on aura — r cos a, — r cos|3, — r cos y pour 
les forces accélératrices qui en résultent suivant les directions des 
axes des .r, y , s, les angles a, (3, y étant ceux de la tangente avec ces 
axes. De plus, si l’on nomme g la force accélératrice de la gravité, et 
que l’on prenne les coordonnées y verticales et dirigées de bas en 
haut, on aura — g pour la force accélératrice provenant de la gravité- 
suivant les coordonnées y. 

Donc, les équations du mouvement seront 

x” = — rcosa, y" = — g — reos £3, z" — — reos y; 

43. 
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34o 

jp' y Z* 

substituant pour cos a, cos [i, cos-)', leurs valeurs -r-i — (n° 11), 

où u, vitesse du corps, est = s' = ^x'* r*’ -+- z' 1 , on aura 

celle-ci : 


y" = — g — 

Il ‘ ° U 

La première et la dernière donnent 


rz 

u 


x z 7 

d'où l’on tire, en prenant les fonctions primitives, 

2 — rnx -+- n, 


m et n étant des constantes arbitraires. Cette équation, étant celle d’un 
plan vertical, fait voir que la courbe est nécessairement toute dans ce 
plan : ainsi, en prenant l’axe des x dans ce même plan, on aura 2=0 
et z' — o, et les équations de la courbe se réduiront aux deux pre- 
mières. Mais comme dans ces équations les variables x,y sont suppo- 
sées fonctions du temps, et que, pour avoir l'équation de la courbe, on 
doit regarder y comme fonction de x, il faudra chercher ses fonctions 
dérivées dans cette hypothèse par les formules du numéro précédent. 

Supposons, pour abréger, = q, on aura 



substituant ces valeurs dans l'expression de ( y " ) du n° lt>, on aura 


(/") = -£; 

ainsi la valeur de q dépend de ( y Ir ). Or on a, par le même numéro. 

/ _ y* ï* m 3 (y’)*’ . 

) — X I, x '4 x ; , . 


mais connaissant les valeurs de x"' et y", il n’y aura qu’à prendre 
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leurs fonctions primes pour avoir celles de tr" et jr m , et l'on trouvera , 
en désignant par q' la fonction prime de q, 


X = — qx — q x =(fj — q )x , 

y" = — qy" — n'y' = qg-*~ (?‘ — q 


Par ces substitutions, les deux premiers termes de la valeur de (_>■*) 
donneront > et le terme — — ■ ■- - donnera — ; de sorte que l’on 

aura (>•"') = — Or, q étant == - — ~ 


. mi fera celte substitu- 


tion, et l’on en chassera x' et y' au moyen des équations {y' ) = y 
et (y*) = — y, ) lesi|uelles donneront 


»'• = *'• y/TXT7r= ; 


on aura ainsi 


{y") = - 


_^2L. 

g'fi+UJ 


Comme les fonctions dérivées (/'), (y"), (_>' w ) se rapportent main- 
tenant à la variable x, nous pouvons les représenter simplement par 
y',y",y m ; on aura donc 

r _r''Vi-br'\ 

S — v " 1 


Or, la courbe étant donnée, on a y en fonction de x: de là on 
tirera les fonctions dérivées y' , y" , y m ; et la formule précédente 
donnera, pour chaque point de la courbe, le rapport delà résistance 
à la gravité. 

La vitesse u sera 


= \jx ' 2 -t- y ' 2 = x' y' i -y ( y ' 2 )= 


v'-C.r') ’ 


c'est-à-dire, en changeant Cf ) en /> 


u 


'Ig\ , '+ y'' 

~ /-y ■ 
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Pour traduire ces formules en calcul différentiel, il faudra changer 
y' en ^ , et y" en en prenant dx constant parce que ces fonc- 
tions dérivées sont ici relatives à la variable x. 

Si l’on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse 
et à la densité du milieu, alors, nommant A cette densité dans un lieu 
quelconque, on aura r = mu* A, in étant un coefficient constant : 
donc, substituant la valeur de u, 

’ 

et, mettant cette valeur dans l’équation ei-dessus, elle deviendra . 



par où l’on déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire 
décrire la courbe donnée. Réciproquement, cette équation servira à 
déterminer la courbe lorsque la densité du milieu sera donnée. 

Pour les projectiles lancés dans l’air, on peut supposer la densité 

du milieu constante: ainsi faisant, pour plus de simplicité, 2mA = * « 
l’équation de la courbe sera 

Ni « 

’pr = Æ y/ 1 -t- >■ 1 = &>■ , 

s étant l’arc de la courbe; d'où l’on tire, en prenant les fonctions 
primitives, 

y = Ad', 

A étant une constante arbitraire: c'est la forme la plus simple sous 
laquelle puisse être mise l’équation de cette courbe. On peut tirer de 
ces équations les différentes approximations qui ont été données 
jusqu’ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets 
et les bombes ; mais les bornes de cet écrit nous empêchent d'entrer 
dans aucun détail sur ce sujet. 
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18 . Nous remarquerons encore que l’on aurait pli déduire tout de 
suite l'équation de la courbe, des équations du mouvement 


x" = - rJ 


T*- * 


' y 


par l’élimination immédiate du temps /. En effet, x et > étant fonc- 
tions det, on peut réciproquement regarder y et t comme fonctions 
de x; et par la règle donnée dans le n° 50 (première partie), si 
l’on regarde, en général, x, y, t comme fonctions d'une autre va- 
riable quelconque z, il faudra substituer y et à la place de x', y' , 




place de x , y" \ niais, en prenant x pour variable 

principale à la place de t, on fera x' — i , et l’on aura à substituer 

i v' t" " y" v't ’ . „ 

p et y, à la place de x' et y', et — ps et yj — J —pn à la place de X 


<*/ 


Les deux équations deviendront donc, à cause de s' — \Jx ’ 2 -t- y ' 2 , 


v'.+.r” 


Ï-L 

?* 


nr 


• 


d’ou il faudra éliminer la fonction Substituant, dans la seconde 
équation, la valeur de -r , , tirée delà première, elle deviendra 




divisant par y" , et prenant, de part et d’autre, les fonctions primes, 


on aura 


— pr — 


valeur qui, étant substituée dans la première équation, donnera, 
comme plus haut, 

v r y'"\ / t+,r n . - 

i~ ^ - 
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A l’égard de la 

v'i -4- y ,% . . 

— ; et, comme 

t' ’ ’ 

deviendra 

v — jr 
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vitesse « = s' — y^r'* -+ 
on vient de trouver t' 

> comme ci-dessus. 





8 


deviendra 
la vitesse 


Si ia force de la gravité g était variable, alors la valeur de ^ que 
l’on vient de trouver ne serait plus exacte ; car, en prenant les fonc- 
tions primes de l’équation , on aurait 

_ St"_ ï 

t r, — ~pr r *> 

et la substitution de cette valeur donnerait 


T - r"v i-t-.r'* j_ Js'i+y' 

8 ‘ V’ *gjr” 

Cette manière d’éliminer le temps dans les é(|uations du mouvement, 
pour avoir l'équation de la courbe décrite, est analogue à celle que 
l’on emploie dans le calcul différentiel; mais l’analyse du n° IG, fondée 
sur le développement des fonctions, est, à certains égards, plus directe; 
elle nous sera d’ailleurs utile pour découvrir, comme nous l’avons 
annoncé au commencement de eet écrit, la véritable source de la 
méprise où Newton est tombé dans la première édition des Principes, 
en résolvant le problème dont nous venons de nous occuper. 

Quoiqu'il puisse paraître peu important de découvrir en quoi et 
comment Newton a pu se tromper dans une solution qu’il a ensuite 
lui-même abandonnée, néanmoins, comme tout ce qui u rapport à 
l’invention et aux premiers développements de l’analyse infinitésimale 
mérite l’attention de ceux qui s'intéressent à l’histoire des sciences, 
j’ai cru qu’on me saurait gré de discuter de nouveau ce sujet, comme 
un point qui n’a pas été assez éclairci, parce qu’il tient à une distinc- 
tion subtile entre la méthode différentielle et la méthode des séries, 
que New ton a employée dans sa première solution ( liv. Il, prop. X ). 

19 Voici la construction qui sert de fondement à cette solution. 
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Le mot,ile «tant parvenu à un point quelconque de la courbe, sans 
la résistance et la gravité il décrirait, dans un temps donné très-petit, 
une partie très-petite de la tangente que nous désignerons par a; 
soit y le petit espace que la gravité lui ferait décrire dans le même 
temps perpendiculairement à 1 horizon, et p le petit espace dont la 
résistance diminue l’espace * parcouru sur la tangente ; il est clair que *. 
le rapport de p à y sera celui de la résistance à la gravité. Ainsi le corps, 
dans le temps qu’il aurait parcouru sur la tangente l'espace * — p, 
serait redescendu verticalement de la quantité y ; par conséquent, y 
sera la fléché de l are a — p. Maintenant, si l’on considère le corps 
comme partant du même point et rebroussant chemin pour décrire 
en sens contraire le même arc de courbe qu’il a parcouru, il faudra 1 
regarder la résistance comme négative, et, par conséquent, comme 
une force qui accélère le mouvement au lieu de le retarder. Le mobile 
décrira ainsi, dans le meme temps très-petit, l’espace « -h p sur la 
même tangente dans une direction contraire, et descendra verticale^ 
ment par le même espace y, en vertu de la gravité. Par conséquent. 
y sera la flèche de l’arc «-Hp, pris de l’autre cSté du point de la courbe 
dont il s agit. Or, les flèches étant, pour les arcs infiniment petits, 
comme les carrés des arcs ou des tangentes, la flèche de la portion 

» — p de l’arc a p sera y ; donc la différence des flèches 

pour les arcs égaux a — p, pris de part et d autre du point donne de 
la courbe ? sera 


I , _ («•»- p)' ~l 4«y# , 

L (“-H/O’J 


Nommons cette différence <5, on aura 


§*' /V 

►J 


Êït t 


et t — 


y 4*y' 


9Ct 

X? 


à cause que la petite ligne p, parcourue! d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré, est infiniment plus petite que la ligne a parcourue dans 
le même temps d’un mouvement uniforme. 

Tel est ie raisonnement de Newton, présenté de la manière la plus 

* «. 44 
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claire ; et le résultat que nous venons de trouver s'accorde avec celui 
du corollaire 11 du problème cité, où il est visible que les lignes CK 
et FG sont ce que nous avons nommé a et y, et que la différence 
KG — K/ est ce que nous avons nommé <T. 

Maintenant, en prenant les abscisses x hori7.ontales et les or- 
données / verticales et dirigées de bas en haut. Newton suppose 
que, pour l’aliscisse x -h o, l'ordonnée exprimée en série est 
y -t- Qo — Ro* — "S a? -+- . . . , et il remarque que la partie de la 
tangente qui répond à la partie o de l'axe est o yt-KQ’, et que 
la flèche, c'est-à-dire la partie de l'ordonnée comprise entre la courbe 

et la tangente, est Ro* -+- So 1 -+- En faisant o négatif, on aura la 

tleclie qui répond à la même partie de la tangente, prise de l'antre 
côté du point de contact, et qui sera, par conséquent, Ro 5 — So’-t-...; 
et la dillérence des deux flèches sera 9.S o 5 — Or il est visible que 


les quantités o y i -+- Q*, Ro* So* -t- ... et aSo’ — ..., répondent 

• 

à celles que nous avons nommées a, y et S-, donc la quantité ^ , 

qui exprime le rapport de la résistance à la gravité, deviendra, en 
divisant haut et bas par o*, 


Sén-Q* 

j(R-t-So)* — îR* ’ 


la quantité infiniment petite o s'évanouissant à côté de la quantité R. 
C'est aussi le résultat trouvé par Newton dans l’exemple premier du 
même problème. 

Suivant notre notation, lorsque x devient x -f- o, y devient 
y -+- oÿ -f- —y" - 4 - — ^ y'" -+■ ... ; donc, comparant avec la série de 
Newton, on a 


Q=y> 



fl. 

a. 3-’ 


istituant i 


t ces valeurs dans la formule précédente, le rapport de la ré- 
ince à la gravité deviendra — > au R eu M ue nous l’avons 
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trouvé ci-dessus ( n° 17 ) — •- — v J^- ) • D’où il suit que la solution 
de Newton est fautive. 

11 est remarquable que si l’on substitue simplement y', y'", y"'. ou 
<7r’ Ær*’ pourQ, — R, — S, une un résultat exact: e est ce qui ' 

a fait croire aux Bernoulli, qui ont découvert les première l’erreur de 
New ton, et à tous ceux qui en ont parlé depuis que cette erreur venait 
de ce que New ton avait pris les termes de la série Qu — Ro 1 — So" — . . . , 
pour les différences premières, secondes et troisièmes de f ordonnée, 
tandis que ces termes ne sont égaux qu’à ces différences divisées par 
i , 2 , (J, etc. Mais il est facile de voir que la solution de New ton est 
indépendante de la considération de ces différences, et que la sub- 
stitution des termes Ru 3 , Su 3 de la série dont il s’agit à la place des 

quantités p e t - dans la formule ^ » est légitime ; ainsi l’erreur doit être 

dans cette formule même qui donne le rapport de la résistance à la 
gravité ; et ce qui doit le prouver sans réplique, c’est que si la gravité 
était variable, la même formule aurait encore lieu, puisque dans les 
deux mouvements direct et rétrograde le corps est censé descendre 
verticalement de la même ligne y. Ainsi, dans ce cas, on devrait aussi 
avoir une solution exacte par la substitution de y’ , y " t y"' à la place 
de Q, — R, — S; ce qui n’est pas, comme on le voit par la valeur < 

de que nous avons trouvée pour ce cas dans le numéro précédent. 

20. Pour découvrir la source de l’erreur, nous allons réduire la 
solution de Newton en analyse. En nommant u la vitesse dans un point 
de la courbe, u9 est l’espace que le mobile parcourrait dans la tan- 
gente pendant le temps 9, sans la gravité et la résistance. Nommant g 

<y$ 9 r6* 

la force absolue de la gravité, et r celle de la résistance, ® - et — seront 

les espaces parcourus en vertu de ces forces regardées comme con- 
stantes pendant le temps 9 supposé très-petit. Ainsi, le corps aura 

r 0% 

parcouru, suivant la tangente, l’espace u9 — — , et suivant l’ordonnée 

44- 
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» #</* , ' 4 * 
verticale l’espece—» lequel représente la flèche qui répond à la 

rû* 

tangente uQ — — • Supposons maintenant, comme Newton, que le 

C 

mobile rebrousse chemin avec la même vitesse u et sur la même tan- 
: % rT* 

gente ; dans le temps T, il décrirait l’espace «T •+• — > parce que la 

résistance doit être prise en sens contraire: c’est l’espace pris négati- 
vement qui répond au temps 9 — — T : et la flèche correspondante 

serait ; et si l’on veut que les deux espaces décrits de part et 
d’autre soient égaux, comme Newton le suppose, on aura l'équation 



2 


«T 


rT* 


l'on tire, aux 9* près, 


Substituant cette valeur dans la Hèclie » elle devient <J , et 

2 2 U 

la différence des deux flèches sera®—; c est la quantité que nous 

avons nommée ci-dessus S. D’un autre côté, il est clair que l’on a, 
* suivant les dénominations employées ci-dessus, 


donc 


tt — u9 — 


r$* 
a ’ 




r p Sa 

f 7 ~ 4/ ■ 


de là, en faisant a=oy/i -+- Q’, et prenant Ho’ f- Su 1 , Rir — So* 
pour les deux flèches, ce qui donne y — Ro J , ^ == aSo% on a 


r g üyi + O' 

g y aft’ 


comme Newton l’a trouvé par sa construction. 
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21 . Maintenant il est aisé de voir que ce résultat vient des équa- 


tions 


— -7 — o y.' i + Q’, — "T — = - o y i -f- Q l , 


— R,,’ So J , 


££ = R w »-_So\ 


ou bien simplement de celles-ci: 


u9 


rfr* 


= oy/i Q’, Ro’+ So\ 


en prenant 9 et o positivement et négativement, ce qui revient à véri- 
fier ces équations indépendamment de la valeur de o, qui, en effet, 
doit demeurer indéterminée, étant supposée très-petite. 

La première équation donne, aux termes du troisième ordre près, 
9 et o étant du premier, 

4 = °> / ‘+ r Q* r ( , +Q‘K 

u au* 

Cette valeur étant substituée dans la seconde, on a, an quatrième 
ordre près, 

gl vtffjg* -H = Ro 3 H- So% 

au’ au* 


et la comparaison des termes homogènes en o donne 

R _ g^ + Q 1 ) , g 

a u* au* 

De la première on tire u 3 = > et cette valeur étant substituée 

dans la seconde, on a le résultat de Newton, 

g aR* 

Mais nous devons remarquer que ce dernier résultat étant tiré de 
la comparaison des termes affectés de o* dans la transformée de l’équa- 
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• irü* 

tion -- == Ro* -+- So 3 ne saurait être exact, parce que le premier 

membre de cette équation, qui est l’expression de la flèche en temps, 
n’est lui-même exact qu’aux 9 3 près; de sorte qu’à la rigueur il n’y 

a d’exact que le résultat R — tiré de la comparaison des • 

ternies du second ordre. Pour avoir de cette manière la valeur exacte 

de ' < en la déduisant des termes affectés de o*, il faudrait que l’ex- 

S 

pression de la flèche en 9 fi’it elle-même exacte jusqu’aux 9’; mais le 
terme qui devrait suivre n’étant pas donné immédiatement par 

les principes de la mécanique, on ne peut le trouver que par la loi 
de la dérivation, de la manière suivante. 


22. Puisque, suivant l’hypothèse de Newton (n° 19), .r croissant 
de o, r croît de Q o — Ro 3 — So 3 , etc. , et que o y n- Q 3 = «9 : - 

et Ru 3 -t- So 3 — (numéro précédent), 9 étant l’accroissement du 

temps /, correspondant à l’ accroissement o de l’abscisse x, il s'ensuit 
que, t devenant t - 1-9, .r devient 


9 — 


r S* 


et v devient 


i/i+T? v'n-Q’ 2 


r + 7 ^ ( _(JL + f \5. 


Or, en rapportant à t les fonctions dérivées .r’, x" , etc., y’ , y" , etc., 
lorsque t devient t -t- 9, x et y deviennent, en général, 


, 'û , « 6 , m 6 

X -4- X “ -t— X — -f- X — r -f- 
a a. J 

r + r u/- + r *-. + , 

* * •'a J a. 3 
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donc, comparant avec les formules précédentes, on a 


35 1 


x = 


v'.+Q*’ 


x' 


y 


Qr 

v ' -t- Q* b 


D’un autre côté, puisque x et y deviennent en même temps x -+■ o, 
et y -|- Qo — Ro’ — So* — ..., on aura aussi 

o=x'«+x'--hx"^ + :.., 

2 2.0 

Qo — Ro s — So 1 — . . . = y'9-hy r ^ +.Y m ^-ÿ 

Donc, comme la flèche est exprimée, en général, par Ro*-i- So 1 
son expression en 9 sera 

Q(y« + .,*ï + .r-il + ...) -/! -■ : 


OU 


(Qx' -y') fl + (Qx" - r ') J -h (Qx w - JT) £ + - 

Les deux premiers ternies se réduisent à - par la substitution des 

valeurs de x', x" ^y'^y":, pour avoir le ternie suivant, il n’y aura qu’à 
chercher les valeurs de x", y m d’après celles de x", y". Or, on a 

y" — Q.r" — g, d’où l’on tire y" — Qx w -4- Q'x*; 

Qx'" — y m = — Q'.r*. 


donc 


Pour avoir Q', je prends l’équation y' = Qx' qui résulte des valeurs 
x' et y' trouvées ci-dessus, d’où l’on tire y" = Qx"-t- Q'x'; donc 


Q, = ^Qx" = _g. donc , Q x"-y" =e p. 


.SL. 


Il résulte de là que l’expression de la flèche, au lieu d’être simple- 
ment -j^-i sera ^ Ainsi, au lieu de l’équation^- — Ro’-t-So’, 
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on aura celle-ci : 

sJl _ g! = + So\ 

Q OU 


qui est exacte jusqu’aux quantités du troisième ordre. En y substi- 
tuant la valeur de S du numéro précédent, qui est exacte, jusqu’aux 
quantités du second ordre, on aura, au quatrième ordre près. 


• Ro= Si,' 1 «li±ÿ)*: -H (f*±!E£ - ) 0 ., 

-iir \ axi ou i 


savoir, 


Rir So’ = ±22?’ 

a ii’ ou* 


d’où l'on tire, par la comparaison des ternies, 

*_«&£#, s = HilpP't. 

.Ofl* 


Substituant dans la seconde équation la valeur de «’ tirée de la 
première, et qui est la même que l’on avait trouvée plus liant, on en 
déduira 

v _ 3S^H-Q’ 

S~ 4«* " 

C’est la valeur que Newton a donnée ensuite dans la seconde édition 
de ses Principes (liv. Il, probl. III), et l’on voit qu’en mettant dans 

cette valeur — • - • — ^ à la place de Q , R , S, comme dans le 

v-VT+T* , , , 

u" 10, elle devient — • — te ^ e que nous l’avons trouvée au 

n" 17. - • ’■ • v 

2ô. Si l’on voulait suivre la première marche de Newton, mais en 
prenant pour la (lèche qui répond au temps très-petit 9, l'expression 

plus exacte ^ — n ~ «pie nous venons de trouver, on aurait pour la 

V • • 
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flèche qui i-épond au temps, — T, -f substituant pour T 

sa valeur en 8, 8 — —, elle deviendrait * ’ — '-'J- , et la différence 

des deux flèches serait alors qu’il faudrait prendre pour les 

valeurs de y et p seraient également, aux 8" près, , et I’oh 

aurait, par la substitution, 


xà 3 /’ 

47 = 


donc 


r 3 nà 

e ~ «?’ 


Prenant maintenant, comme Newton, * — « wT-h Q’, y ^ R<f* , 
J sss v.So’, on aurait le résultat exact 

/■ _ hs A±\ÿ 
s~ 4R* ' 

Comme Newton n’est parvenu à ce second résultat qu’en suivant 
une marche analogue à celle du calcul différentiel, et en considérant 
deux tangentes successives, ou deux côtés successifs de la courbe, au 
lieu que, dans la première solution, il n’avait considéré qu’une seule 
tangente prolongée de part et d’autre du point de contact, nous 
avons cru devoir montrer comment, sans s'écarter de l’esprit de cette 
solution, mais en la rectifiant par la méthode des séries, on pouvait 
aussi arriver à un résultat exact. En effet, on peut toujours trouver, 
par cette méthode, les premiers termes de l'ordonnée en série d'une 
courbe, ou, en général, du développement d’une fonction, lesquels 
satisfassent aux conditions mécaniques ou géométriques du problème 
proposé ; et la loi de ces termes donnera l’équation du problème. C'est 
en quoi consiste la méthode que l’on peut appeler, d’après Newton, 
méthode des séries, pour la distinguer de la méthode des différences 
ou des fonctions dérivées, par laquelle on arrive directement à cette 
équation sans le circuit des séries et sans employer d’autres termes que 
ceux qui doivent y entrer, comme on le voit par l 'analyse du n" 18. 

» ' • » • . • , 

« , * 

24 . Il est à remarquer, au reste, que la construction employée par 

3' éd. 45 
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Newton dans sa seconde solution mène à une formule semblable à 
celle de la première que nous avons représentée par - = ^ » et que 

nous avons vu n’être pas exacte, mais avec cette différence que la 
quantité S, au lieu d’exprimer, comme dans la première solution, la 
différence des flèches qui répondent à des portions égales de la même 
tangente, prises de part et d’autre du point de contact, et dont les 
parties correspondantes de l’axe des x sont o et — o, doit exprimer, 
au contraire, la différence des flèches de deux tangentes consécutives, 
prises du même côté et répondantes à des parties de l’axe égales à o. 
Pour avoir ces flèches, Newton représente l’ordonnée qui répond à 
l’abscisse x -p o , par la série P -p Q o -p Ro 3 -f- So 3 -p mais il 
les détermine par la méthode différentielle, en prenant la différence 
d’une ordonnée intermédiaire et de la demi-somme des deux ordon- 
nées adjacentes. Ainsi, en considérant les trois ordonnées qui répon- 
dent aux abscisses x — o, x, x-p o, il a la flèche Ro 3 , et les ordonnées 
qui répondent aux abscisses x, x-po, x-p 20 donnent la flèche 
Ro 3 -P 3So 3 , et la différence des deux flèches est 3So 3 . Cette valeur 
étant prise pour S, et faisant, comme dans la première solution (n° 19) , 
« — 0 ^ 1 


O 2 , y 


Ro 3 , on a 

r SSy'i- 


g 


4K* 


Q’ 


expression exacte, comme on l’a vu plus haut. 

Suivant nos dénominations, lorsque x devient x-p o, y devient 

, o'y" c'y" . , 

y -P or -P P -^y 1 etc. La partie de la tangente qui répond à o 

est o \] 1 -p y' 1 ; c’est la valeur de a. La partie interceptée entre la tan- 
gente et la courbe, ou la flèche, est -p , etc.; c’est la valeur 
«le y. Ainsi l’on a, dans les deux solutions, 

«_ _ v'ï+r 4 

4 / “ ~ô<y' ir : 

A l'égard de <$, dans la première solution, c’est la différence des flèches 
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qui répondent à o et à — o, laquelle est -j- ; mais, dans la seconde 

solution, c’est la différence des flèches qui répondent à a: et à j'.-f- o. 
Or, x devenant x -+• o, y" devient y" uy m -+- donc, négligeant 

les o* , la seconde flèche sera — — i v » et la différence des flèches 

2 3 3 

sera -Z— • Substituant dans /■! = la première valeurde i — j 

i 4/ o'/ r i 

ou la sec onde - r > on a les deux résultats^ ^ et -■ » dont 

le premier est fautif et le second exact ( n° 19 ). 
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CHAPITRE CINQUIÈME. 


Du mouvement d'un corps sur une surface donnée, ou assujetti à de 
certaines conditions. Du mouvement de plusieurs corps liés entre 
eux. Des équations de condition entre les coordonnées de ces diffè- 
rents corps , et de In manière d'en déduire les forces qui résultent 
de leur action mutuelle. Démonstration générale du principe des 
vitesses virtuelles. 


* • « , » . ' 

25' Reprenons les formules générales du n“ 15, et supposons que 
la force P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coor- 
données a, b, c ; si l’on nomme p la distance rectiligne de ce centre 
au point de la courbe qui répond aux coordonnées x, y, z, on aura 

p = ^/(x — a ) 1 -+- (y — b)* -+- (z — cÿ, 

et il est visible que x — a, y — b, z — c seront les projections de la 
ligne p sur les axes des x,y, z; donc "^7 —“—.seront les 

cosinus des angles que la ligne p fait avec ces axes, c’est-à-dire des 
angles A, m, v que la direction de la force P fait avec les mêmes axes. 
Donc les termes P cos A, P cos /x, P cos », dus à la force p dans les 

' * , , * T “ * 

valeurs de Mx", M y". , Mz", pourront être représentés par P 1 

. , P 

P > P : ce sont les forces qui résultent de la décomposition 

pp » r ■> r 

de la force P suivant les directions des coordonnées .r, y, z. 

Si maintenant l’on suppose p égale à une constante d, on aura 

l’équation d’une sphère dont d sera le rayon, et dont le centre sera 
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déterminé pur les coordonnées a, b , r ; et la direction de la force 1’ 
sera perpendiculaire à la surface de cette sphère. Donc elle sera aussi 
perpendiculaire à toute autre surface qui passerait par le meme point 
et qui serait tangente à la sphère. 

Représentons par f (.r, y, z) — o l'équation de In sphère 

.-+■'(£ — b Y + (= - ç)' — <! r=. .. ^ 

% • • •* 

• « * 

on aura, en prenant les fonctions primes, 




et comme on a supposé p = d, il est clair que les forces dirigées 
suivant .r, y, z, et résultantes de la force P, seront exprimées par 
Pf», Pf'(j), Pf'(z). 

26. Si l’on a une surface représentée par l’équation F (.r, y, 2 ) = o, 
laquelle soit tangente de la sphère dont il s'agit, il faudra, par ce que 
l’on a vu au n” 40 ( deuxième partie ), que les trois fonctions primes 
F'(.r), F'iy), F'(s) de cette surface soient proportionnelles aux fonc- 
tions primes f'(aî), f (_y), f'(z) de la surface de la sphère. Donc, si la 
force P agit perpendiculairement à cette surface, il en résultera, sui- 
vant les directions de .r, y, z, trois forces proportionnelles à PF'(.r), 
PF'(j), PF'(z). 

Or, si l’on fait abstraction de la force P, et que l’on suppose que le 
corps soit forcé de se mouvoir sur cette surface, il est clair que l’action, 
ou plutôt la résistance que la surface oppose au corps, ne peut agir 
que dans une direction perpendiculaire a la surface ; donc il en résul- 
tera, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes 
F'(.r), F'(j), F'(z) de l’équation F(.r, y, z) = o de la snrface. * 

Donc le même résultat aura lieu si, en faisant abstraction de 
la surface, on considère seulement l’équation F (.r, y, z) ±= o 
comme une équation de condition donnée par la nature de la ques- 
tion mécanique proposée. D’où l’on peut conclure que toute con- 
dition du problème, représentée par l’équation F (.r, y, z) = o, sera 
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équivalente à lies forces proportionnelles aux fonctions primes F'(j»), 
V'(y), et dirigées suivant les coordonnes x, v, z. Ainsi, en 

prenant on coefficient indéterminé il, il faudra ajouter aux valeurs de 
Ma-", Mr", Ms" des équations du n°4S, les ternies llF'(x), flR'(y), 
ilF'(s). Fa quantité inconnue fl devra être éliminée, mais l’équation 
que l’on aura de moins par cette élimination sera remplacée par 
l’équation de condition F (a-, y, z) — o. 

On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux équations 
de condition représentées par F (x, y, z) = o et <1> (x, y, z) — o; elles 
équivaudraient à des forces exprimées par 

llF'(x)-F lV(x), nF'(r) -+- 4-4>'(.r), riF'(s) •+• W(z), 

et dirigées suivant x, > , z, qu’il faudrait ajouter aux valeurs de M.r", 
Mj", Mz" (n° lo), les coefficients II et 'F êtant indéterminés et devant 
être éliminés. 

27. Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’un corps isolé. Soient 
maintenant deux corps M et N attachés aux extrémités d’un fil inex- 
tensible qui passe par une poulie fixe. Soient x, y, z les coordonnées 
du corps M; £, a, £ celles du corps N; a, b, c les coordonnées du 
point fixe où est placée la poulie, et d la longueur donnée du fil ; il est 
clair que l’on aura l’équation 

y^x — h)* -y- (y — — cj’-hy/fé— — d=o, 
que nous représenterons par 

/(x, y, z, ft, 0 *=o. 

Si l’on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux 
corps, et que l’on applique ici l’analyse du n ’2a, il est clair que l'action 
du fil sur les deux corps produira sur le corps M les forces , r/' , {x} 1 
’ïf'(y), T/'(z), suivant x, y, z; et sur le corps N les forces Tf’(Ç), 
T/>), T/'(Ç), suivant les coordonnées Ç, », £. 

fl en serait de même si le fil passait sur deux poulies fixes, dont la 
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position dans l'espace fût déterminée par les coordonnées a , b, e pom* 
la première, et par a, jS, y pour la seconde. Alors, en désignant par d 
la longueur totale du fil, moins la partie intercepté? entre les deux 
poulies, qui est aussi donnée, l'équation de T inextensibilité du fil 
donnerait 

yV— a)’-»-(.r— 6)’-t-(z— «O’+pi— y)'— d—o, 

et, en représentant cette équation par f(a?, y, z, Ç, h, £) = o, on 
aurait pareillement Tf'(x), Tf'(j), Tf'(z) pour les forces qui tire- 
raient le corps M suivant les coordonnées x , y, z, et Tf'(Ç), 

Tf'(Ç) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coordonnées 

Ç, ç 

Enfin, si l’on supposait que le fil auquel est attaché le corps M, 
après avoir passé sur la première poulie fixe, repassât sur le même 
corps M, et de là sur la même poulie, et de nouveau sur le corps et 
sur la poulie à plusieurs reprises, de manière qu’il y eût m cordons 
entre le corps et la poulie ; qu’ensuite le fil, en quittant cette poulie, 
passât sur la seconde poulie fixe, et de là sur le corps N, en faisant 
aussi plusieurs tours eutre ce corps et b même poulie avant d’être 
attaché fixement au corps N, de manière qu’il y eût n cordons entre 
ce corps et la poulie ; comme la tension T est la même dans toute 
l’étendue du fil, le corps M étant tiré par m cordons, serait tiré vers 
la première poulie par une force égale à mT, et le corps N serait tiré 
vers la seconde poulie par une force égale à nT. Or il est clair que, 
dans ce cas, l’équation qui renferme la condition de l’inextensibilité 
du fi) serait 
* • 

m \f(x — a)'+ {y — i)’4-(r — c)'-H n y’fj — a)' ■+■ (j: — 0 )* -h (f — y)’ d =s«, 

en désignant toujours par d la longueur totale du fil, moins la lon- 
gueur interceptée entre les deux poulies ; et il, est facile* de voir qu’en 
représentant cette équation par f(x, y, s, £, », £) == o, on aurait 
aussi pour les forces qui tireraient le corps M suivant x, y, z t et le 
corps N suivant £, », Ç, les mêmes expressions que ci-dessus, Tf'(x), 

Tf'(j), Tf'(z) , Tf'(Ç), Tf>), Tf'(£). 

• • »• 
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Si l’on suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M 
et N vers les deux poulies lises, on aura P = m'Y et Q =.«T: donc, 
puisque m et n doivent être des nombres entiers, si les quantités P 
et Q sont conimensurables, il làudra prendre T pour leur commune 
mesure: mais, quelles que soient les forces P et Q, on peut toujours les 
représenter par /«T .et «T, en prenant, dans le cas où elles seraient 
incommensurables, les nombres m et n très-grands et la quantité T 
infiniment petite ; et les forces qui tirent les corps M et t\i suivant leiu-s 
coordonnées Æ, J, -, s, £ seront toujours proportionnelles aux 
fonctions primes de la même équation de condition relatives à ces 
coordonnées. * . 

28. Maintenant si, au lieu de l’équation de condition 

-» - » 4 f (* c * Xl z > ?» Cl ~ °* 

dépendante de l’inextensibilité du fil, on a une autre équation quel- 
cbrique entre lés mêmes coordonnées .r, >f, z, %, s, £ des deux corps, 
représentée par F {jc, y, z, £, r, £ ) == o, on peut, en regardant les 
constantes qui entrent dans la première de ces équations comme arbi- 
traires, faire coïncider non-seulement les équations mêmes, mais' encore 
toutes leurs fonctions primes pour des valeurs données des variables 
.r, v, z, de. cette manière, les deux équations deviendront 

comme tangentes l une de l’autre, par la théorie des contacts que 
nous avons donnée dans la deuxième partie ; et quelle que soit la liaison 
des deux corps <[ui est représentée par l’équation F(ir, y, z, f, «, £)=^o, 
elle deviendra équivalente il celle d’un fil qui passe par deux poulies. 

On pourrait croire que, puisque l'équation de condition 

-4- , r-Ü~+ c— 

g4r >'* 

pour un lil simple qui passe sur les deux poulies fixes, renferme sept 

constantes arbitraires, elle peut toujours avoir un contact du pre- 
mier ordre avec une équation quelconque, puisque ce contact ne 
demande que sept conditions : mais, en représentant cette équation par 
/' ('-v, v, n. £)=■ o, et prenant ses Jonctions dérivées, il est visible 
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que l’on a 


nr) + n*> - 


m -H< v (o=i, 


6e sorte que l’on ne pourrait plus satisfaire, en général, aux conditions 
du contact * • : , 


f'(x) = F», 

f'«) = f'(Ç), 


F '(r)- 

f't» =f'(»), 


f'(=) «= F'(z), 
f'(Ç) = F'(Ç|. 


Cet inconvénient disparaît en prenant 


». v (.r _«?-+- ( ir -i)> + {* -c^f. j va -«)•+ o - (sy-t- a - *?— </ =" 

•■t V . ’• •». v 

pour l'équation de condition du fil multiple, à cause des nouveaux 
coefficients indéterminés rn et n ; et l'on peut done dire que l’équa- 
tion de condition donnée F (x,^, s, £, », Ç) = o, produit sur les corps 
VI et M les mêmes forces que le fil. 

On tire de là cette conclusion, que dans un système de deux corps 
dont la liaison dépend de l’équation F (x, j, s, a, £)=o, leur action 
mutuelle produit sur l'un des corps les forces n F'(.r), n F^j), il F'ul 
suivant les trois coordonnées rectangles x, y, z , et sur l’autre corps 
les forces II F’(?), Il F'(it), IlF'(Ç) suivant les coordonnées rectangles 
£, a. K, n étant un coefficient indéterminé. 

29. Si le système était composé de trois corps ayant pour coor- 
données rectangles x, r» 2 , », £, x, y, z, on trouverait, par un 

pareil raisonnement, que toute équation entre ces coordonnées dépen- 
dante de la liaison des corps, et représentée par 

f V • ; \* ‘ I- -• '* . *' ' 

A F (***, y , 2, 0 , r, £, x, y>z) -2i. 

- „ ’ ■ , . i* y ■ 

donnerait pour le premier corps les forces nF'(x), nF'(j), 1lF'(z| 
suivant x, y, z ; pour le second corps, les forces II F '(jj), Il F'(«), 
llF'(Ç) suivant £, », £; et pour le troisième, les forces liF'(x), nF'(y), 
IlF'(z) suivants, y r z; et ainsi de suite, si le système était composé 
d'un plus grand nombre de corps. En efièt, quel que soit le nombre 
3* erf. 46 
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des corps, et quelle que soit leur liaison; elle ne peut produire sur’* 
chaque corps qu'une force déterminée suivant une certaine direction ; 
or toutes ces forces peuvent être aussi produites par la tension d’un 
mèmè fil qui passerait, successivement et à plusieurs reprises, sur les 
mêmes corps et sur des poulies fixes. 

Enfin, s’il y avait entre les mêmes coordonnées une seconde' équa- 
tion de condition représentée par 

<l>-(.r, y, s, Ç, », £, x', y, t) = o, 

• .*.•»*• * », * . 

il en résulterait d’autres forces exprimées par , 'Mé(j), 'tV(z) 

pour le premier corps, par f, pour le second 

corps, cf par 'tV(x), VtfÇy), 'tV(z) pour le troisième, et suivant les 
directions des mêmes coordonnées, le coefficient H' étant indéterminé 
comme le coefficient II; et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand 
nombre d’équations de condition. 

."O. On doit conclure de là, en général, que les forces qui peuvent 
résulter de l’action mutuelle des corps d’un système donné se dédui- 
sent directement des équations de condition qui doivent avoir lieu 
entre les coordonnées des différents corps du système, en prenant les 
fonctions primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équa- 
tions. Les fonctions primes de la même fonction, prises par rapport 
aux différentes coordonnées, sont toujours proportioimelles aux forces 
qui agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la condition 
exprimée par cette fonction. 

.l’étais déjà arrivé à un résultat semblable dans la Mécanique tirui- 
lytiquc, en partant du principe général des vitesses virtuelles; et, en 
effet, ce principe elt' renfermé dans le résultat que nous venons de 
trouver: car il est évident que, si plusieurs forces appliquées à un 
système de corps sont en équilibre, elles doivent être égales et direc- 
tement ojqjôsées à celles qui résultent de leur action mutuelle. „ 

Soient X, V, Z les forces appliquées à l’un des corps suivant les 
directions des coordonnées ..t, y, z prolongées ; H, T, 2 les forces 
appliquées à un autrê corps suivant le prolongement de ses coordon- 
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nées £, r, Ç, et X, Y, Z les forces appliquées à un troisième corps 
suivant le prolongement de ses coordonnées x, y, z, on aura parce 
que l’on vient de démontrer, 

J— llF(j)+'t4 >, (.>')r Z=nF'(.r )-4-H'<1 >'(s) ; 

s =nF'(Ç)+w , (Ç), T=nF'(»)+w'(»), 2=I!F'(0+3V(C); 

X=nF'(x)-+-'F1>'(x), Y=nF(y)-+-1-<t>'(y), ^==nF'(z)-t-'M>'(z) ; 

et de là on tirera immédiatement 

X*'+ Y/-H Z*'-FHÇ'-+- Yt'H-iÇ'-H Jfc'-H Y\ y'+Zi 

— n F'(.r, y, z, {;, R, Ç, x, y, z)'-+- J, z, ?, r, £, x,y, z)'. 

Le second membre de cette équation est évidemment nul en vertu des 
équations de condition, puisque les quantités indéterminées 11, f se 
trouvent multipliées par les fonctions primes de ces équations ; donc 
nn aura 

Xx'-h jy +■ zs'-+- sg'-h ïr'.^ zç'-h Xx'-+- Yy'4- 1x'=o, 

- V.. ■ 

équation générale du principe des vitesses virtuelles pour l'équilibre 
des forces X , Y , Z, S, r, 2, X, Y, Z, dans laquelle les fonctions 
primes .r', y' , s', Ç', etc., expriment les vitesses virtuelles des points 
auxquels sont appliquées les forces X, Y, Z, S, etc. , estimées suivant 
les directions de ces forces. ( Voyez la première partie de la Mécanique 
analytique.) 

Au reste, on fie doit pas être surpris de voir le principe des vitesses 
virtuelles devenir une conséquence naturelle des formules qui expri- 
ment les forces d’après les équations de condition, puisque la considé- 
ration'd’un fil qui, par sa tension uniforme t agit sur tous les corps et 
y produit des forces données, suffit pour conduire à une démonstrar 
tion directe et générale de ce principe, comme je l'ai fait voir dans la 
seconde édition de l’ouvrage cité. 

* 4* ' . ** •• 

.y-.. • 4 V* .y 
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CHAPITRE SIXIÈME. 


De la loi du mouvement du centre de gravité. De la loi des aires dans 
lu rotation autour d'un axe fixe, ou d'un seul point fixe, ou autour 
du centre de gravité dans les systèmes libres. 


51. Nous venons de donner la manière de déterminer les forces 
qui peuvent résulter de l’action mutuelle des corps dans un système 
quelconque, et qui doivent être ajoutées aux autres forces dans les 
équations du n" la, pour avoir les ecfuations complètes du mouvement 
du système. Quoique les équations de condition F (x,y, z, .)=o, 

;r, 2 . ?, », t ••) = o, etc., qui donnent naissance à ces forces, 
dépendent des circonstances particulières de chaque problème, il y a 
néanmoins des eas généraux qui méritent d’être examinés, parce qu’ils 
offrent des résultats remarquables. 

Le- premier de ces cas est celui où les conditions du système sont 
indépendantes de l’origine des abscisses .r, g, etc. , et où les fonctions 
désignées par les caractéristiques ’F, «I» , etc., n^L contiennent que les 
différences g — x, x — ,r, etc. , des abscisses. Alors il est évidept que 
si l’on augmente chacune des variables X, g, etc., d’une mêtriP quan- 
tité i, cette quantité disparaîtra d’elle-méme dé5 fonctions âtnft il 
s'agit. Or, en substituant .r -+- i, g -4- i, etc., à la- place de x, g, «te., 
dans . la fonction F (x, y, z, g, n, £...), elle dévient parle dévelop- 
pement, -î > 

*>T ' ' 

F (x, y, * g, Ç. . .) -P 3pr(*) -t- F'(g) . . . j -f- . . . . 
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Donc on aura nécessairement l'équation du premier ordre 

- F'(x) -l- F'(g) ■+ ... =o. 

On trouvera, de la même manière, 

•» * • ; 

^'(x) -+- 4>'(f) + ...=Oi 

et ainsi de suite. ‘ • C 

Or, si le système n’est soumis à d'autres forces que celles qui peu- 
vent résulter de l’action mutuelle des corps, les équations du mouve- 
ment relatives aux coordonnées x, £, etc., seront de la formé ( n" 15 ) 

•' U** 

Mx* = nF'(x) -+- y<t>'(x) -t- ..., 

Nr = nF<£)-+^'<Ç)+ ..., 

etc. 

‘ %■ N * 

Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement 


iVLr" ... = o, 

«* * -• -.4 7 - - ' • - t .. . . 

équation indépendante des conditions du système. 

Cette équation a l’équation primitive -V 

Mx* -4- Nf' -H 

et celle-ci a encore l’équation primitive 

. Mx q- N? = nt -f- b, 

- T ' y. . , ,V < • • . • ' 

« et b étant des constantes arbitraires. 

Ainsi, on a tout de suite, dans ce cas, une relation entre les diffé- 
rentes abscisses x, Ç, etc. „ 

11 est facile de voir que le cas dont il s’agit aura lieu dans tout système 
entièrement libre de se mouvoir' dans la direction de l’axe des abscisses, 
quelle que soit l’action que les corps peuvent exercer les uns sur les 
autres : car alors, relativement à cet axe,’ les conditions du système ne 
pourront dépendre que de la position respective des corps, et nulle- 
ment de leur position par rapport à l’origine des abscisses; par eonsé- 
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<|uent, les équations qui exprimeront ces conditions ne pourront con- 
tenir que les différences x — etc. , des abscisses. F.t si les corps 
exercent les uns sur les autres des attractions ou des répulsions mu- 
tuelles, comme les fonctions F (x, y, z, §...), dues à ces forces, ne 
dépendent que des distances <J{x — — s) 1 -!- (z — £)’, etc., 

ces fonctions auront aussi la même propriété. 

Donc, lorsque le mouvement du système sera tout à fait libre suivant 
la direction de l’axe des x, de quelque manière que les corps agissent 
les uns sur les autres, soit par des forces quelconques de résistance, 
ou par des force» d’attraction ou de répulsion mutuelle, l’équation 
précédente entre les abscisses x, £, etc., des différents corps aura 
toujours lieu. 

Si l’on prend dans le système un point qui réponde à l’abscisse X, 
telle que l'on ait 

H+W + ... ’ 

on aura 

X" — o et de là X’ — a, X = àt, 

. . r i - • ' • ' 

en supposant que l’espace x sort nul au commencement du temps. 
Ainsi, le mouvement, de ce point suivant la direction de l'axe des x 
sera uniforme avec la vitesse constante a. 

32. Si, dans le même système, on suppose que les corps M, 
N, etc. , soient, de plus, animés par des forces quelconques P, Q, etc. , 
dirigées suivant l’axe des a 1 et tendant à augmenter les x, £, etc., il 
faudra, dans ce cas, ajouter respectivement les quantités P, Q, etc., 
aux valeurs de M.r", etc.; ce qui donnera les équations 

Mx" = P + ilF'(x) -H fl>V) + 

Ng" = Q-b nF'(Ç) -+- Wflf) -t- 
etc., * 

dont la sommé sera 

Mx" -+- NÇ" +... = P+Q+...;, 
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et si l’on substitue pour M.r + NÇ-t- .»., la quantité (M -4- N -4-. . .) X , 
on aura • 

(M + N 4- ...) X"=;p 4- Q 4- .... 

équation qui représente le mouvement rectiligne suivant l’axe des .r 
«l’un corps dont la niasse serait M 4- N 4- ..., et qui serait animé par 
une force égale à P 4- Q 4- .... 

D’où l’on peut conclure que le point «lu système qui répond à 
l’abscisse X aura, dans la direction de l’axe des x, le même mouve- 
ment qu’il aurait si tous les corps du système étaient concentrés dans 
ce point, et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la 
direction du même axe lui fussent appliquées. 

33. Si le système est .libre à la fois relativement à l’axe des x et a 
celui des y, il est visible que les mêmes résultats auront lieu pour les 
mouvements suivant ces deux axes ; et si le système est absolument 
libre dans fous les sens, alors les mêmes résultats auront lieu' par rap- 
port aux trois axes ; et l’on en pourra conclure que si l’on prend dans 
le système un point qui réponde aux coordonnées X, Y, Z, telles 
que l’on ait 

v . Mi+Nj4"... * \ 

X — M+-N4-... ’ 

• Y ~ M + N + ... ’ 

,, M*4-S?4-... 

. *• — M + K+T - ’ 

ce point, lorsque le système n’est animé par aucune force extérieure, 
se mouvra uniformément en ligne droite; et que si les différents corps 
du système sont animés par des forces quelconques, le même point se 
mouvra comme si tous les corps y étaient concentrés, et que toutes les 
forces y fussent. appliquées chacune suivant sa direction propre. 

Le point dont il s’agit est connu, en mécanique, sous le nom de. 
rentre de gravité, et la proposition que nous venons de démontrer 
s’énonce ordinairement ainsi: L’«kat de mouvement ou de repos du 
centre de gravité de plusieurs corps ne change point par l’action 
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mutuelle des corps entre eux, pourvu que le système soit entièrement 
libre ; c’est ce qui constitue la loi de la conservation du mouvement du 
centre de gravité. . • ' 

Il est bon dp remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque, par la 
rencontre et l'action mutuelle des corps , il survient des changements 
brusques dans leurs mouvements; car on peutregarder ces changements 
comme produits par l’action de ressorts interposés entre les corps qui 
se choquent , et dont la durée est presque momentanée. C'est ainsi que 
l’on peut envisager les changements qui arrivent dans le choc des 
corps durs, et c’est jwr cette raison que lé mouvement du centre de 
gravité n'est point altéré dans ces changements. 

34. On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs 
corps à trois axes fixes, par le moyen des coordonnées X, Y, Z, 
.données ci-dessus ; si l’on voulait le rapporter à des points déterminés, 
alors nommant a, b , c les trois coordonnées d’un de ces points, et d 
la distance du centre de gravité à ce point, on aurait 

= (X - n y 4- .(Y - by \7. — ey - ; . 

= X 1 -+- Y 1 -+- 7i‘ — aaX — ib\ — 2 cZ -f- a* — f— h— c’. 

* . 

Or, si l'on (ait le carré de la quantité M.c H— NÇ — t— . .., il est facile 
de voir qu’on peut le mettre sous la forme 

(M -+- N ■+- (Mar* -j-N§* + ...) — MN(x-Ç) J - 


donc on aura ; numéro précédent) 

V3 MN(x- 0* -*-••• 

~ M+N+... (M4-N4-...) ’ 

et de là < 


'la \ 


M(x— «)*-+- N(|—a) r 

M-prs 


MN(x— ï )’ + ••• 
(M-t-N -t-. ) ’ 


O» trouvera de même 
Y» _ a£Y -h b 


» — MÇr-fey-t-N^-Ay-p... 
M-t-N-t-:.. 


\I$( y — 
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■et pareillement • r . * ' 

V - a cX -4- c 7 = jVf (i-Frn- .... 

M-p-iN-f 1 .. (M + N + ,..), 

* "v* -, •*>* 7 w # . 

Si l’on lait ces substitutions dans l’expression précédente de d‘ , et 
que l’on désigne, pour abréger, par A la somme des masses M, N, etc.*, 
multipliées chacune par le carré de sa distance au point donné, cette 
somme étant, de plus, divisée par la somme des masses; et que l’on 
désigné aussi par B la somme des produits des masses prises deux à 
deux et multipliées par le carré de leurs distances respectives, cette 
somme étant divisée par le carré de la somme des masses, ou aura 

* . ** * ‘ * „ ~ ’w 


,r 4 = a — b. 


et par conséquent 


,1= y/ A — B. 



"W3 


Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de la position respective 
des corps, si I on détermine les valeurs de A par rapport à trois points 
différents, prb dans le système ou hors du système, à volonté, on aura 
les distances du centre de gravité à ces points, et, par conséquent, sa 
position absolue. Si les corps étaient tous dans le même plan, il sufti- 
rait de considérer deux points, et il n’en faudrait qu’un seul si tous 
les corps étaient dans une même ligne droite. En prenant les trois 
points donnés dans les corps mêmes du système, la position du centre 
de gravité sera donnée simplement par les masses et par leurs distances 
respectives. Comme cette manière de trouver |e centre de gravité est 
peu connue, j'ai cru pouvoir la donner ici à cause de l’utilité dont 
elle peut être dans plusieurs occasions. 

M* ' * ■ *-*■- V .^jT 

55. Le second cas est celui où les conditions du système sont 
indépendantes de la direction des axes des .r et y sur le plan de ces 
coordonnées, en sorte qu'eu faisant tourner ces axes autour de l'axe 
des 2 d’un angle quelconque i, ce qui changera les abscisses .r, g, etc. , 
c°s i — y sin g cos / — » siu ï, etc. , et les ordonnées y, », etc. , 
y cos i sin i, r cos t -fè g sin /, etc., les fonctions représentées 
3 * cd. " 47 


en x 
en 
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par les caractéristiques F, <1>, etc., - ' ne varient point par ees change- 
ments, quel que soit l’angle L II est facile de voir que cette propriété 
aura lieu, en général, dans toute (onction dès quantités x’ -4 -y 2 , 
x^-hfn, x« — eto. 

Si l’on fait, dans ce cas, • * 


* * 




a = x (cos 1 — 1) — y sin i, b — y (oos‘t — * 1) -t- x sin », 
a = Ç (cos i — 1) — h sin t, ô = h (cos i -4- f sin », etc. , 

<P . r - . . 

il faudra qu’en substituant à la fois dans ces fonctions x -4- q, y -t- b, 
?-+-«, »-f-| 3 , etc., à la place de x, /, £, », etc. r et développant, 
suivant les puissances de », la somme des termes aftèctés-d’une même 
puissance soit nulle. Or, par ces substitutions, et par le développement 
suivant les puissances de a, b , a, [i, etc. , la fonction F (x, y, z, %...) 
devient * 

'V ^ ^ 

F (x, y, z, ?...) -4- «F' (x) -+- b¥\y) -t- «F'(£) H- /5F» -4- ... 

-h^F^x) + ,.... ' 

Ma» on a ** • « * 




♦ . T 

sint = t 7 -h * 

a - 3 *. 


cos » 


‘-r- 


donc les termes affectés de »’ dans la iormule précédente seront 

' [ - * F '( j ) 1 - p *'#+- ? F '(«) + . . .]i * 

V JLffcki r • . 

par conséquent, on aura pour la fonction F (x, y . . .) • l’équation de 

condition •* « 

ryjpr 4 * • - ■ " » n. ; . 

,r v -f- aF'(ç) + ... = o. » *-■ . 

!&' f. r . / 

On trouvera, de la même manière, pour la fonction <t> (x,'j...), 

l’équationi . ”* 4 ., . .. 

• • '* ® * àr' % ^ ^ . * 

J ^'Cr) — Vf't.r) -f- — - »<&'(£) = o; 

et ainsi des autres. . * \v . 


WV. 
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86. Maintenant, si les- -corps tlu système a’ éprouvent d’autres 
actions que ceHes qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle, les 
équations du mouvement relatives- aux coordonnées x, y, % x «, etc-, 
seront de cette forme ( n°* 26 et 50): 1 * 

w • • ’ * 

M.r" = nF' (x) - 4 - «M»' (x) -4- ... ; 

Mj" = II F'(j ) Hh 4V( y) ' 

M?" = ftF'(Ç) + W(Ç) Hh ...; 

. ^ Ms" = nF'(«) -(- H- ...; 
etc. 

* - * ‘ ' 

Donc, si l’on ajoute la seconde de ces équations multipliée par x, la 
quatrième multipliée par £, et ainsi de suite, et que l’on en retranche 
la première multipliée par y, la troisième multipliée par w, etc., on 
aura, en vertu des équations de condition trouvées ci-dessus, l’équation 

M (x y" — J* # ) 4 - N (gu" - ) -+- ... = o, 


qui çst.aüs^L, comme l’on vnit, indépendante des conditions du sys- 
tème. . 

„ " 4 , , , , , • 

En prenant son équation primitive, on aura 

-M (-rr'-yx') 4- N (g*' - .g') 4- ... = C, 

« f - ' * 

. . . • * * i 

r * «• . . 4 , 

C étant une constante arbitraire. Ainsi l’on a tout de suite une équa- 
tioiv du premier ordre entre les coordonnées, x, y, g, r, etc. , des diffé- 
rents corps. ’ 


Or xy T — yx' 


yx' est la lonc- 



-*sera la fonction prime delà d*® uence du triangle et de l airp 


dont noûs parlons ; et il est facile de voir que cette différence est, en 
générai, égale à l’espace compris entré la courjie dont x etj sont les 
coqrdbnnées, et la droite menée de l’origine de <fs coordonnées à la 

47 - 
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coorbe, c’est-à-dire à l'aire du secteur décrit par cette, même droite 
que l’on nomme rayon vecteur.- . 

Ainsi, pommant A cette aire, on aura •• 

« - • • 

* *y't -s - yx = aA'; » • 

et nommant de même a l’aire décrite par le rayon vecteur mené à la 
courbe dont £ et * sont les coordonnées, on aura pareillement 

= »</; ’ ” 

et ainsi des autres. De cette manière, l’équation précédente deviendra 

aMA'-t-.aNV-f. ... = G; 

■'t# <1 ■ Ù 

el comme les fonctions primes se rapportent ici au temps t, on aura 
cette équation primitive 

MA -+- Na + 7* =*[ct - D, 

D étant une constante arbitraire, qui sera nulle si Ton fait copnnencer 
les aires A, *, etc., nu commencement du temps t. Alors la somme 
des aires multipliées chacune par la masse correspondante sera pro- 
portionnelle au temps. 

Il peut arriver, suivant la formé de la courbe dont x et y sont les 
coordonnées, que l’aife décrite par le rayon vecteur soit, au contraire, 

la différence de l’aire de la courbe et de celle du triangle, auquel cas 

■ 

nn ait?*» • * 


on aura 

. % -î i 

1 mW 1 


• » 


r‘ -r/ =* - a a 


r .'«Sfr'-A > a. * '..ai A. 

_ ^ ^ ï^V ^ ^ y - 

mais il est facile de se convaincre que. dans ce cas, l aire sera décrite 
dans un sens opposé. Donc, en général, la somme dès produits îles 
masses par les aires sera proportionnelle au temps, en prenant positi- 
vement les aires tracées dans le même sens, et négativement celles qui 
seraient tracées dans un sens opposé. C’est une remarque essentielle, 
et sons laquelle le théorème dont il s’agit ne serait pas vrai en général. 
Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout système 
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de- corps agissant les nus sur les autres d’une manière quelconque, 
pourvu que le système soit entièreinet libre <le tourner autour de l’axe 
des r perpendiculaire au plan des J et y ; car il est visible que les cou^ 
ditions provenant de la I VU son mutuelle des corps seront alors Jes 
mêmes, (juelque direction que l’on donne aux axes des .t et )•. 

lit si les corps agissent les uns sur les autres par des forces- d’attrac- 
tion ou de répulsion , ces forces seront exprimées par des fonction^ 

. des tJW4nceÿ»^/(* -4- (j “VOV»-.. (* — £)’, lesquelles auront 

aussi la propriété que nous a*onS supposée ; p» conséqifcrtt . ]a>mème 
loi des aires aura encore lién^ . ' 

Knfin, si les corps M, ^1, etc. , étaient, de plus, animés par des 7 forces 
quelconques etc., dirigées vefs des points donnés de l’axe des z, 

éloignés du plan des. r et y des quantités m, n, etc., il est facile de 
conclure des formules du n” lo, que l’on aurait à ajouter aux valeurs 

de Jl.r" et Ny*, les termes respectifs 

» 

• — - Px et • p y * • 

• y +(* — m )' . 

' * . > «. 

« 

et de même aux valeurs de et ,' les termes • , * * 

• • • 

Qt et L_- 

+ »■+(?— >? Vî* 

4 10 

et ainsi de suite. Donc les valeurs des quantités .M (.ry" — -y.r ,, ) 1 
M (fa" — »£"), etc., seront indépendantes de ces forces, et ln loi des 
aires subsistera .également dans ce cas;-d6np elle subsistera aussi si les 
corps ne sont animés que par des forces dirigées parallèlement au 
même axe, et, par conséquent, perpendiculaire au plan des tr et y. 

37. Donc, en. général, si le système est libre de tourner autour cKun 
axe fixe, quelle que soitTaction que les eOrps peuvent exercer les uns 
sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animés, potirvu 
qu’elles tendent à cet axe ou qu’elles y soient parallèles-, la somme des 
produits de la masse de chaque corps par l’aire que sa projection sur 
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3^4 

un pian perpendiculaire au même axe décrit autour de cet axe, est 
toujours proportionnel la au temps. 

Si donc le système était libre de tourner, d'une manière quelconques 
autour d’un point fixe, et qu’outre l’action mutuelle des corps, chacun 
d’eux fut encore sollicité par une force quelconque tendant a ce point, 
la même loi des aires aurait lieu relativement à tous les axes qui pas- 
saient par ce même point. Ainsi,. dans ce cal, en prenant ce point 
pour l’origine/ des coordonnées, on aurait, relativement aux trois 
axes des cooiAonuées , Ces trois équations du premier ordre (numéro 
precedent ) : \ < ™ * 4 * 

M (.or' —jj?') -+• NfÇ» 4 — »Ç') rf- ... = Gj 

M (xz' - zx’) i- !¥(*£-«') •+■ 

M (xz' — zy') -f- N«'- C"') ■+■ ••• = E; - 

• . 

(J, D, E étant trois constantes arbitraires. 


38. Si le système était entièrement libre et qu’il n’y eût aucun 
point fixe, ces équations et, par conséquent, la loi des aires auraient 
lieu par rapport à un poipt'quelcqnque qnei’on prendrait pour l'ori- 
gine des coordonnées et pour fous les axes que l’on ferait passer 
[jai- ce point.. s 

Il en serait encore de même dans ce cas, si le point dont il s'agit, au 
lieu d’être fixe dans l’espace, avait un mouvement quelconque recti- 
ligne et uniforme. Etoffât, supposons c|u’il parcoure dans le temps t 
le# espapes; jk? yt suivait la direction dtes axes des x, y, z, les 
vitèsses y étant constantes, fet soient p, <J, r lés coordonnées du 


pris.pour leur origine, il est clair que l*on aura 
• • 

p = X ■*— xt + 

■4 = y -fit, 

yt, 

* 

%' " 


et de mê me 

« 

• . 

• 

^ — 0 t, 

* • • 

P±Z—yt 

4 * . 
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pt ainsi des autres. Donc on "aura ‘ • 

pq'.— qp' = 1* — «0 (/ —$) — {y — #0 (*' —**) — 

— « (0"' —y) + fl (W — a.), 

et pareillement 

. — -*■*'*=£»' — *?' — «(*' — ») 4 - 

et ainsi des autres formules semblables. On aura donc 


M ( pq ' — qp') 4- Nf(ir*' — Ztt') -h ... 

= M(jgr' .-yx') -t-N(Ç«'- «?') 4-- 

— «t (M/'-h N»') 4- ...) 4- <*(Mj + N« + ...) 
-4- NÇ').-(- ...) 4- j3(Mx -t- Nf -h î„). 


Or, dans ce cas (n°‘ 32 et 33 ) , 




Mt 4 4* . . « ^ dt 4" Mj 4~ Nh -f- . . i ^ et —4 d , 


« • * J 

a, b, c„ d étant des constantes: donc, làisant ces substitutions, il* 
viendra 

M^pq' — qp') 4- N(t^'— ... 

= M(.rr'— J*') -f N (£*' — «S'J . ' .* • 

4- ad — flb = C 4- ad — f Çib. 

Ajii&i la quantité M ( pq ' — qp') 4- N (•*•£' — X v ') ••• sera »-‘ncore 

constante; par conséquent, la somme des aires décrites autour de Kaxe 

des r passant par le point mobile, multipliées chacune par la masse 

respective, sera aussi proportionnelle au. temps. • 

On trouvera de la même manière que les deiix^mtres quantités 
• • 

M(/>r'— 7>')4-N(V — pw')4-..., — r<7')4-N(^p'— p^')4-..., 

seront constantes, et qu'ainsi la somme des aires décrites autour des 
axes de q et p passant par le même point mobile, multipliées chacune 
par la masse respective, sera encore proportionnelle au temps. 

Donc, puisque, dans le cas dont il s’agit, le centre de gravité du 
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système ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme (n°o5), 
il s’ensuit que la^oi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de 
gravjtè, et pour fous les ftx es que l’on fera passer par ce centre, s 
Nous remarquerons encore que la loi ries aires dont nous parlons a 
lieu aussi conime'eelle du mouvement du centre de gravite, et,, par la 
même raison i nnméro cité ), lorsqu il survieut«des changements brus- 
ques dans les mouvements du système, par faction mutuelle -des corps 
qui le Composent. Ainsi la même loi peut s'appliquer également au 
•choc des corps durs et à celui des corps élastiques. 

* f • 

•» 4 „ •* ,0 

r, " # • . 1 . 
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De la loi des forces vives dans le mouvement d’un système animé pt 
des forces accélératrices quelconques. De la conservation desjorces 
vives dans le choc des corps élastiques. De la perte de ces forces 
dans le choc des corps durs, ou, en général, dans les changements 
brusques que le système peut éprouver . De la sommé des firces vives 
dans les sif nations de l’équilibre. Remarques gépétà&sur l’éco- 
nomie de ces forces dans les machinés; * 

,!'• ' - * ■ . ' <V 


1 


39. En général, quelles que soient les conditions du système, les 
équations de condition 

F ( Æ ’ ÿy •-•)■= O» (*,*, M-) N O, etc. , 

donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement au 
temps t, dont les variables x\ y, etc., sont des fonctions, 

a-'F'(.r) r^J''F'( v r)+s'F'(a)-t-Ç'F , (Ç) 4-VF» 4- . .= 0 , 

.r>(.(x) -h.yV(y ) -+- z%'{£) + ?V(?) 4- jVji) + £V 

et ainsi desqite. » » « 

Or, si le système ji’éfrfbuve que l’action, des forces- qui résultent de 
ces conditions, les équations du mouvement des corps M, N, etc., 
seront, comme dans le n° 3t>, de là forme *' 

Mar* =■ nF'(x) + W( é) 

. %" = nF/(j) -i- WM -h ..., 

Üz" ±ïlF\z) -HW\z) 

Nr =^f'(Ç) ■+- *v(£) -+- 

N»* = nF'(») -+• W(n) -j- 
= uF’(Q + v*\Q 4 -..., 
etc. . • ‘ . • • 


' +' 


*'r 


3* éd. 
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Donc, multipliant ces équations respectivement par .r', y', z', 
n\ Ç', etc., et les ajoutant ensemble, op aura celle-ci: 


M (x'.v* + X y -t- z’z") -+- N (S'f ; 


KV) 


O, 


qui est entièrement indépendante des conditions du système, et qui, 
par conséquent,. aura lieu en général, quelles que puissent être la dis- 
position ét la liaison mutuelle des coçps qui le composant. 

Cette équation a pour équation primitive 


M (x'* -H z' 1 ) q- $ (g” -4- -4- Ç' 1 ) • 


H, 


dans laquelle II est une constante arbitraire. Or, nous avons vu (n° fl) 
1 z' 1 exprime la vitesse du corps qui décrit la courbe 


que vV J -t- X 


dont x, y y z sont les coordonnées ; donc, si l’on nomme u la vitesse 
du corps M, e celle du corps N, et ainsi des autres, on aura 


ÿ' -+- z" = u\ 


g'» + „'» + £'*=: P», etc., 


et l’équation précédente deviendra 

Né’ H. <■ 

Dans la fameuse discute sur l’estimation des forces, on a appelé 
force vive d'un corps en mouvement le produit de sa masse et dycanv 
de sa vitesse. Ainsi, en conservant cette dénomination, or^volrèpar 
l’équation que l’on vient de trouver, que la somme des 'forces vives 
de fous lés corps d’urr système est conduite, lorsque, ces corps 
n'éprouvent d’autres actions que celles qui résultent de lent liaison, 
et, en général, de toutes les conditions qui peuvent être exprimées 
par des équations entre les différentes coordonnées du corps, sans 
que lq temps y entre. C’est dans cqfte loj que consiste le principe de la 
conservation des forceà vives. „ • < f 

•• , ■ ' .i. •• ' C . , > 

40. Si les' corps' Agissaient de plus lek 1 uns sur tes autres par des 
forces d’attraction ou de répulsion quelcdi^jflw, 'cés forces donne- 
raient, ;VJa vérifié, des termes de la même forme H f(x) , nf'(j), étc., 




Vf ■ 
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dans les valeurs des quantités Mx", My", etc. , en prenant pour la 
fonction f (x, la distance y/(x — £) 3 -f- ( y — *■ ») 3 -+- (z — £)* 

entre deux corps, et pour FI la force absolue que ces corps exer- 
cent l’un sur l’autre ( n* 25); mais il est évident que la condition 
x'f'(x) -F y'ï'(y) o n’aurait pas lieu pour cette fonction, 

comme pour celles qui résultent des conditions du système. Ainsi ces 
termes subsisteront dans l’équation indépendant^ des conditions du 
système, et l’on aura, par conséquent, 

M(x'xV//'+ z'z ") + n (£'r-t- «v.4- rn + '••• 

= H | x'f ' (x) -+- /f ' ( y) zT (z) -F Ç'f'(g) -f- /f» -f- Ç'f ' (Ç)J + . .'. , 

V t - foz'- • 

où l’on voit que - la quantité if'(T) -t-yf'(y)H-... est la fonction 
prime relativement à t de la fonction f (x,-jc., 2 , §...), qui est ici 


Cr- i) v -M*- ô*. 

Donc, en général, si l’on désigne par /> la distance rectiligne entre 
les corps M et N, et par P la force absolue d’attraction ou de répulsion 
que ces corps exercent l’un sur l’autre; si l’on désigne de même par y 
la distance rectiligne entre deux autres corps du système, et par Q la 
force d’attraction ou de répulsion entre ces corps, et ainsi de suite, en 
prenant les quantités P, Q, etc., positivement lorsqu’elles tendent à 
augmenter les distances p, ip etc., et 'négativement lorsqu’elles ten- 
dent à diminuer ces distances, et que l’on nomme », v } etc., les 

vitesses des corps M, î^‘ etc,, l’équation précédente deviendra 

Jt‘ ; fi " " ’ S ' ' 


M«« '-h tyv' -t- ... = P/> , '+-. Qç'-P y i> V"*’ 


.R .. 




qui est égalemet#.indépéftdante-des.aonditiohs du système, mais qui 
renfcrnje, comme l’on vôit, les forceà P, Q, etc., d’attraÇÜon ou de 
répulsion mutuelle. K • 




41. Enfin, si les corps étaicnten même temps attirés vers des 
centres fixes ou repoussés de ces centres, -la mênfk équation aurait 
eiféore lieu en prenant, par exemple, p pour la distance du corps M 

48. 
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à un centre fixe, et P pour la force qui vient de ce centre; et ainsi des 
autres: car ou peut déduire le cas des forces tendantes h des centres 
fixes, de celui des actions mutuelles des eorps, eu supposant que 
quelques-uns de ces corps deviennent immobiles, ce qui a lieu lorsque 
leurs masses sont infinies ; mais, sans avoir recours à cette démonstra- 
tion indirecte, il n’y a qu’à. considérer que si le corps M, par exemple, 
éprouve l’action d'iine force P qui part d’un centre fixe dont la posi- 
tion soit déterminée par les coordonnées /, m, n, et dont là distance 
à .M soit p, il en résultera (u° 25) dans les valeurs des quantités M.e", 
My", Mz", les tonnes respectifs •> _ . 


P(jr — l) ^ P(y — ut) P(* — n) 



et, par conséquent, dans la valeur de M \x'x" -+- y' y” -+- z’z"). ou 
de M««', les termes ~ » 

. ’ I. * * ' * ’ - . 

■ p ( j — 1 )- r< t P(.r— "■)»' P( < — n )z 

. P ’ V P ’ . 

- - V ' •- 

, • . * * L r 

mais, // étant égal à. \f(.r . — /)* -f- ( y — /»)*'■+- (z — «)*, on a ' 


P = 




donc les termes dont il s'agit se- réduisent à P p'. ’ * * . 

4 D’bù I on conclura, en généra), que l’équation 

-t- Nw' -t- ... = P // -+- Qr/' -h ... 

. • . r***”**: ' » . * . ‘ / . . « • 

a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés entre eux 
daine- manière quelconque, et qui s’attirent ou se repoussent récipro- 
quement, ou sont attirés vers des ceptres fixes, ou repoussés parités 
Ibrces quelconques P. Q, etc., en nommant p, t/, etc., les distances 
. mutuelles des corps qui s'attirent Ou se repoussent, ou leurs distances 
aux céntres fixes d’attraction ou de répulsion, et prenant les quan- 
tités P, Q, ete., positivement ou négativement, selon que ces loraes 
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seront répulsives ou attractives, parce que les premières tendent à 
augmenter les distances p*q, etc., et les secondes à les diminuer. 

4 ï. Si' les forces P, Q, etc., sont respectivement des fonctièns 
quelconques des distSiices p, q, etc., suivant lesquelles elles agissent; 
ce que l’on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépen- 
dantes les unes des autres, ou, en général, si les quantités P, Q, etc. , 
sont des fonctions de p, q , etc. /telles que la quantité P// 4- Q'/h-W 1 . 
soit la fonction prime d’une fonction de /?, q , etc., que nous dési- 
gnerons par F (p, q ...), P équation primitive de l’équation ci-dessus 

t 

sera * * - 

- Ma* ~t~ Ne* 4- ..■. == K 4- aF {p, q. 

• ' . • .. 

K étant une constante arbitraire ; et, dans ce cas, les forces P, Q, etc. , 
qui agissent suivant les lignes p, q J etc., seront représentées par les 
fonctions primes F'(ya), ¥'(q), etc. 

Soient a, b, etc., les Valeurs de p, q, etc., dans un instant donné, 
et U, V, etc., les vitesse* de U, N, etc., dans cet instant, l’équation 
précédente rapportée à ce même instant donnera 

MU* 4- NV" 4- — K.-f- a F (a, 

d’où l’on tire .• , • 

v * .• 

K = MU* 4- NV 1 ... — aF (a, b,..)- 

* • fj; 7 ■ 

donc, substituant cette valeur, on aurad’éqùation générale 

.* V 

Ma* 4 -Jfp* 4 - | ..*.'=a^iy’ 4 -NV*-K ... 4 - aF (p,q ...)‘ — aF (a r b...). 

■JH; 

Cette équation renferme le primée de la conservation des forces 
vives pris dans toute sa généralité.’ Elle fait voir que la force vive 
totale du système ne dépend que des forces avives qui animent les 
corps, et de la position dès corps relativement aux centres de ces / 
forces; de sorte que, si, dans deux instants, les corps se trouvent à 
memes distances de ces centres, la somme de leurs forces vives sera 
aussi' la meme. .' , ••• 


r 
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J’entends par forces actives les forces que les corps exercent les 
uns sur les autres, et dont l’effet est de phanger leurs distances ou 
leurs positions respectives, comme les forces intrinsèques d’attraction 
ou île répulsion, les forces des ressorts placés entre les corps, etc. Au 
contraire, j’appelle forces passives les forces de résistance produites 
par les pressions des corps, les tensions des (ils oy des verges» etc., et 
dont l’effet est de maintenir les corps dans une même position, respec- 
tive, et d’empêcher que les conditions du système ne soient violées. 
Ces forces passives ne contribuent en rien, comme l'on voit, à la 
production de la force vive; les forces activés seules l’augmentent ou 
la diminuent, comme elles feraient si les corps étaient mus librement, 
partaient des mêmes points et arrivaient aux mêmes points, en décri- 
vant des lignes quelconques. 

* * - 

•43. Nous avons vu que la loi du mou ven vent du centre de gravité 
et celle des aires sont indépendantes de l'action mutuelle des corps, 
quelle que soit cette action, soit qu’elle vienne des forces passives ou 
actives; ainsi, à cet égard, 'ces deux lois ont une plus grande étendue 
que la loi de la conservation des forces vives, qui n’est indépendante 
que de l’action des forces passives. H résulte de là que cette dernière 
loi ne peut pas subsister, comme les deux premières, dans le cas où, 
par l’action mutuelle des corps, ou par la rencontre d'obstacles, il 
survient des changements brusques dans leurs mouvements, parce 
que ces changements sont ou peuvent toujours être regardés comme 
l’effet des forces actives de ressorts placés entre les corps, ou entre 
eux et les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant très-peu, 
maintiennent la loi de continuité dans la variation des mouvements. 
La force vive des corps qui subissent ainsi desi changements brusques 
reçoit, à chacun de ces changements, une augmentation ou une dimi- 
nution égale à la force vive que l’action de ces ressorts produirait si 
les corps n’étaient soumis qu’à cette action. 

Ainsi, si les corps M, N, etc., viennent à se rencontrer, ou à ren- 
contrer des obstacles, de manière qu'il en résulte des. changements 
brusques dans leurs mouvements, on pourra appliquer à ces corps, 
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pendant leur action, quelque courte qu’elle puisse être, la formule 
du numéro précédent; de sorte qu'en nommant tj, V, etc., leurs 
vitesses au commencement de l’action, u, v, etc., les vitesses à la fin 
de l’action, désignant, de plus, par a, b, etc:, les valeurs des dis- 
tances p , y, etc., au commencement, et par a, (3, etc., leurs valeurs à 
la fin de la même action, on aura 

MU’ + NV* -+- ... — Mm j — Ne’— ... = aF(«, b..'.) — ?.F («, ,9. . ,) ; 

“• , •* - fi » 4 * 

ce qui montre que la différence des forces vives au commencement et 
à la fin de l'action sera 

aF (a, b...) — aF (a, ,9...), 

où l’on remarquera que, quoique les quantités a, ,S, etc-. , diffèrent très- 
peu des quantités o, b, etc., la différence des fonctions semblables 
F (a, b...) et F (a, ]3...) peut avoir une valeur finie quelconque. s 

■f i . Comme ees fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas dé- 
terminer, de cette manière, la variation de la force vive; mais, dans 
les cas particuliers, on pourra la trouver d'après les conditions du 
problème. 

Lorsque des corps se choquent, soit immédiatenient, soit par l’en- 
tremise de leviers ou de machines quelconques, si les corps sont parfai- 
tement élastiques, la compression et la restitution se font suivant la 
même loi, et l’action est censée durer jusqu’à ce que les corps soient 
revenus, par la restitution du ressort, à la même position respective 
où la compression a comrpencé. . On aura donc pour ce cas, dans 
l’équation précédente, 

a — a, (i = b, etc.,’ 

_,***■-• . 

et, par conséquent, 

F («, ,9...) = F (a, b...); _ 

‘ < J ■ • 

d’où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc : ce 
que l’on sàit depuis longtemps, mais dont on n’avait pas, que je sache, 
une démonstration simple et générale. v 
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« * 

An contraire, dans le choc des corps durs, l’action n’est censée 
durer que jusqu’à; ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu 
desquelles ils ne se nuisent plus, et qui, par conséquent, ne produi- 
sent point d'action entre eux. Ainsi l'effet de ces vitesses sur l’action 
mutuelle des corps étant nul, si ou leur imprimait ces mêmes vitesses 
avant ou pendant l’action, elle serait la même en vertu des vitesses 
composées de celles-ci et des vitesses propres des corps. Donc elle 
serait encore la même, si les vitesses imprimées étaient égales et direc- 
tement contraires à celles dont nous parlons, car l’action ne varierait 
pas, en supposant que l’on détruisît ces vitesses imprimées par des 
vitesses opposées. 

Il s’ensuit de là que, dans le choc des corps durs, les vitesses 
a, c, etc., .après le choc, sont telles, que l’équation 

MU* -+- NV 3 -j- ... - Ma* — Ne’— .. .= aF(a, b, c. . .) — aF(«, j9, y . . .) 

F * • . 

subsisterait également en composant les vitesses U, V, etc., a, v, etc., 
avec les vitesses — a, — c, etc., le second membre de cette équation 
demeurant le même, parce qu’il ne dépend que de la position mutuelle 
des corps, avant et après le choc. 

Si donc on nomme A la vitesse composée de U et de — «, B la 
vitesse composée de V et de — y, etc., l’équation deviendra 

MA 5 NB* -t- ... = aF (a, b, c...) — aF (a, j 3, >...), 

puisque les vitesses composées a — u, v — e, etc. , sont nulles, 

On aura donc, pour le choc des corps dors, cette équation 

MU* — NV* — Ma’ — Ne’ — ... = MA’-f- NB’ + .... 

Comme U, V,'etc., sont les vitesses avant le choc, et a, c, etc., les 
vitesses après le choc, il est clair que A, B, etc., seront les vitesses 
perdues par le choc; par conséquent, MA’ 7 +- NB* -K... sera la 
force vive qui résulterait de ces vitesses : d’où l’on tire cette conclu- 
sion, que dans le choc des corps durs, il se fait une perte de forces' 
vives égale à la force vive que les memes corps auraient s’ils étaient 
animés chacun de la vitesse qu'il perd dans le choc. Ce théorème 
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remarquable est dû, je crois, à M. Carnot, qui l’a trouvé d’une autre 
manière dans son Essai sur les maclûnes-en général ; il est utile pour 
compléter l'équation des forces vives, dans le cas où il se fait une 
perte dé ces force» par le choc. . • . - , . . 

45. Dans l’équation (n° 41 ) 

Mtta'-j-’Nw' •+■ ... = P/»' H- Qry' -4- 

« • . .J . 

les quantités p, q, etc., désignent les. distances rectilignes (les points 
où les forces P, Q, etc. , sont appliquées, aux centres de ces .forces ; 
ainsi tes quantités p ' , </', etc., expriment les vitesses de ces points sui- 
vant les directions de ces mêmes forces, et comme les quantités p, 
q , etc. , n’entrent.point dans l’équation, il s’ensuit qu’elle a toujours 
lieu, quelles que soient les forces P, Q, etc., soit qu’elles tendent à des' 
points donnés ou non, pourvu que l’on prenne pour p\ q', etc., les 
vitesses respectives des points où ces fortes sont appliquées suivant les 

directions mêmes des forces. 

• ► t 

Si les forces P, Q étaient en équilibre, la quantité P//-!- Qq' - 1- ... 
serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n°30) : ainsi l’équa- 
tion précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les forces 
produisent du - mouvement ; on voit qu’eUe est alors égale à la fonc- 
tion prime de la- moitié de la force vive de tous les corps du sys- 
tème, quelles que. soient d’ailleurs la position et la liaison mutuelle de 
ceS corps. . . V, * ’ v , ; f 

Donc si,, dans un instant quelconque, les forces qui agissent sur le 
système viennent à se eontre-balancer, la fonction prime de la force 
vive sera alors nùlle, et, par conséquent, la force vive sera un maxi- 
mum ou un mjnùnum (n° 26, deuxième partie). En général, de 
toutes les situations que If système peuf prendre, celle où il serait en 
équilibre est aussi celle où sa force vive serait un maximum ou un 
minimum s’il était en mouvement; et il est démontré que l'équilibre 
sera stable lorsque la fqrce “vive sera un maximum, et qu’il ne le sera 
pas, lorsque la force vive sera un minimuYn. "Mais la démonstration de 
cette propriété singulière de l'équilibre ne peut pas être insérée ici ; on 
peut la voir dans la Afécanîque analytique. 

3 ' éd 
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46 . Puisque les quantités p' , etc. , n'expriment que les vitesses 
des points oit sont appliquées les forces P, Q , ete. , estimées suivant 
la direction de ces forces, on peut prendre pour p', y', etc., les 
espaces simultanés -parcourus par ces points, suivant ces directions. 
Ainsi P p' sera la fonction prime de l’aire de la courbe dont l’alwcisse 
serait égale à p et l’ordonnée rectangle serait P, et de même Qq' sera 
In fonction prime de l’aire de la courbe dont l’abscisse serait y et 
l’ordonrtée Q ; et ainsi des autres ( n° 28, deuxième partie ). I>onc, 
si l’on désigne respectivement ces aires par (P), (Q), etc. t et que l’on 
prenne les fonctions primitives des deux membres de l’équation du 
numéro précédent, on aura, en multipliant par a et nommant U, V 
les vitesses de M, N, etc., lorsque les aires (P), (Q), etc., sont sup- 
posées commencer, 

Mrs* - 4 - Ne’-l- ... — MD’ — NV* — ... = a (P), 4- a (Q)’-h ...: 

• • * 

Cette équation est la même que celle du n D 42 , qui renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives ; mais elle est représentée ici 
d’une manière indépendante des fonctions que peuvent représenter les 
forces P, Q, etc. 

Si l’on suppose que ces forces agissent chacune séparément sur 
des corps libres dont les masses soient m, n, etc., on aura, par les 
équations fondamentales du n° 13, 

nip" = P, «y* — Q, etc.; 

donc, multipliant respectivement par a//, ay', etc., et prenant les 
fonctions primitives, on aura 

mp' 1 = rf M- a ( P), «y' a = b a (£), 

•• 

et ainsi des autres, a et b étant des constantes arbitraires. Donc, si l’on 
suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses p', y', etc., soient 
milles, lorsque les aires (P), (Q), etc., commencent, on aura * 

a. — p, . b — o, etc., % 

e|, par conséquent, 

ntp' 7 = a (P), ^ry' , = a(Q),’ etc., 
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où l’on voit que rrtp'* x nq'. % , etc., sont les forces vives produites sé- 
parément et librement par les forces P, Q, etc., pendant la génération 
des aires (P), (Q), etc. , de sorte que ces aires elles-mêmes sont égales 
à la- moitié des forces vives engendrées. 

Donc, lorsque ces forces agissent sur des corps liés entre eux d’une 
manière quelconque, elles produisent, dans tout le système, une aug- 
mentation de force vive égale à la somme des forces vives que charpie 
force produirait, en particulier, si elle agissait seule sur un corps libre, 
et qu elle lui fît parcourir, suivant.sa direction, un espace égal à celui 
que le corps parcourt réellement, suivant la même direction. C’est 
proprement ce qui constitue le principe de la conservation des forces 
vives. 

47. Cette loi des forces vives est d’une grande importance dans la 
théorie des machines. «L’objet général des machines est de transmettre 
l’action des puissances motrices, de la manière la plus propre à vaincre 
les résistances qui s’opposent au mouvement que l’on veut produire. 
Ces résistances n’étant que des forces qui agissent dans un sens con- 
traire à celui des puissances, on peut les regarder et traiter comme fies 
puissances négatives. Ainsi, dans une machine quelconque en mouve- 
ment, l’augmentation de la force vive totale est toujours égale à la 
somme des forces vives que les puissances auraient produites, moins 
la somme de celles qui auraient pu être produites par les résistances, 
si les points sur lesquels ces forces agissent s’étaient mus librement. 

On peut réduire à la gravité. et. -aux ressorts presque toutes les 
forces dont nous pouvons disposer, lin poids P, en descendant libre- 
ment d’une hauteur h, acquiert une force vive égale à aP h ; car, dans 
ce cas, la force P étant constante, l’ivre (P) est égale au produit de 
l’ordonnée P par l’abscisse h. Ainsi, lorsqu’on a à sa disposition une 
chute verticale h d’un poids P, on peut dépenser une force vive égale 
. à 'aP h, laquelle peut être employée dans une machine comme puissance 
ou comme résistance. Ain ressort bandé produit, en sedébandant libre- 
ment, une force Vive qui dépend de la force du ressort et de l’espace 
par lequel le ressort peut se débander, et qui est égale au double de 
l’aire (P). Donc, si l’on a à sa disposition un ressort bandé jusqu’à un 

4f) 
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certain point, et qui puisse se débander par un espace donné, nn est 
le maître de dépenser une force vive donnée et de l’employer dans une 
machine quelconque. Ainsi l’on peut dire qu’une chute d’eau dont la 
quantité et la 'hauteur sont données ; qu’une quantité donnée de char- 
bon, en tant qu’elle peut être employée à vaporiser une quantité 
donnée d’eau; qu’une quantité donnée de poudré à canon, qu’une 
journée de travail d’un animal donné, etc., renferment une quantité 
déterminée de force vive, dont on peut disjioser, mais qqe l’on ne sau- 
rait augmenter par aucun moyen mécanique. 

On peut donc toujours regarder une machine connue destinée à 
détruire une quantité de force vive en consumant une autre force vive 
donnée. Et il suit du principe général, que la force vive des puissances 
motrices doit surpasser celle des résistances, d’une quantité égale à la 
force vive totale de tous les corps qui se mquvent en vertu de - ces 
forces ; et s’il arrivait des changements brusques dans leurs mAiive- 
ments, il y faudrait ajouter la somme des forces vives qui résulteraient 
des vitesses perdues dans les chocs ( n° 44 ). • » . 

On peut calculer de cette manière l’effet de toute machine, et déter- 
miner les conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus 
grand qu’il est possihle, relativement aux circonstances de la machine 
donnée. ♦ 

Je ne m'étends pas davantage sur les applications à la Mécanique, 
et je ne m’arrêterai pas à résoudre des problèmes particuliers. Comme 
mon dessein n’est pas de donner un Traité de cette science, je me 
contenterai d’avoir établi, par la théorie des fonctions, les principes et 
les équations fondamentales de la Mécanique, que' l’on né démontre 
ordinairement que par la considération des infiniment petits, et jd’awur 
donné, d’une manière nouvelle, les lois générales du mouvement des 
corps. animés par des forces quelconques, et' qui agissent les uns sur 
les autres ; et je renverrai à la Mécanique analytique .ceux (jui désire- 
raient un plus grand détail. » « . _ « « 

. <» ■ 
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ADDITION' 

» 

» • ^ 

Au chapitre deuxième de la première partie, page i 7 . 


On peut démontrer* de différentes manières, la correspondance des 

foftetions dérivées avec les différentielles. Si l’on désigne'par dx la 

différence constante des valeurs Successives x, x -+- dx, x -f- ■j.d.r, 
•» * -• 
x -+- 3 H.r, etc. , de le variable x, les valeurs correspondantes *de la 

variable j, regardée comme fonction dè x , seront par la formule pré- 
cédente, en y faisant successivement i = d. v, a <lr, 3 dx, etc.: 

• y 


■ y •+■ y' dx -+- 

Y -4- *y'dx -t- 


yU l x' 

a 

4* Vx’ 


r m (k ' 


• dx 1 


2.3 

8v'V.r’ 




.. , , n rl’dx' a fr m dx' 

, V+ijrfr + - + ~^ r 

. iby"tb' <»4 

y + by’<lx -H -2-— -+- 

etc. 


a. 3.4 

iGy"dx i 

'ïir 

• Sir’-dr 1 

a. 3.4 

a 56 r''rfx‘ 
a. 3-4 


Si l’on prend, par des soustractions successives, les différences 
premières, secondes, troisièmes, etc., de ces valeurs, et qu'on les 
dénote par dy t d'y, d'y, etc. , ou aura 

dy ^ y’dr ' '+ - 


2 y"dx' 

dy = - •+ 


^7 = 

etc. 


fy'"<ùc' 
a. 3 

• 36y ,, <£r‘ 

a. 3 2 . 3.4 

4* 

a.3.4 ï. 


2.3 

■4.r'^‘ . 
2.3.4 


.3.4 
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Supposons que la différence d.r devienne infiniment petite, les puis- 
sances d.x', dx', etc., deviendront infiniment petites, chacune pai- 
r-apport à «relie qui précède, et les séries qui expriment les valeurs îles 
différences dy , d'y, d'y, etc., se trouveront composées de termes 
infiniment petits, chacun relativement au précédent, de sorte' qu’en 
négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur relativement à 
ceux d’un .ordre inférieur, on aurà simplement * 


dy =ÿdx. 

d'y = y"dx', 

,/V= /V.r*, etc., 

♦ / 

et, par conséquent, 


>• 

*■ i 

t dy 

d'y 

~ dx' ’ 

m . ^ S > 


y etc 


On voit par là comment la supposition des infiniment petits peut 
servir à trouver les foncions déniée»; et l’on peut en conclure que 

les expressions diftérentielles , etc. , au lieu d’exprimer ce 

qu elles paraissent Représenter, ne sont, à la rigueur, que des symboles 
qui dénotent des fonctions “différentes de la fonction primitive r, mais 
dérivées de celle-ci suivant certaines lois. [Voyez, dans la nouvelle 
éditfon dçs Leçons sur le. Calcul des fonctions , la leçon dix-hnitiàme, 
qui contient des remarques importantes sur le passage du fini à l’infi- 
nimeut jietit. ) 

• •/ 

’ M ?. 
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THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 

Note de M. J. -A. SERKET. 


!. I.a théorie remarquable, exposée dans les chapitres 111 et IV de 
la deuxième partie, fait connaître l'intégrale première et la,solutaon 
singulière d'une classe assez étendue d’équations différentielles: il 
s’agit des équations auxquelles conduisent les problèmes inverses sur 
le contact des courbes, et dans lesquelles n’entrent que les éléments 
mêmes du contact. Le succès de la méthode est dû à cette seule cir- 
constance, que les éléments du contact sont des fonctions de x, v, et 
des dérivées de y, qui étant égalées à des constantes arbitraires four- 
nissent autant d’intégrales premières d’une même équation différen- 
tielle ; aussi peut-on donner up peu plus de généralité au théorème de 
Lagrange. . ' 

Désignons par a et |3 deux constantes arbitrâmes, et supposons que 
les équations 


soient deux intégrales premières d’une même équation diflërentielU- 
de l'ordre m H- i , 

(a) / ’ V s= o,* 

ÿ , j'j'etc. , étant mis au lieu de etc. 
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Si l'on élimine/* entre le» deux équations. ( 1 ), on obtiendra une 
équation différentielle de l’ordre ni — i, 

(3)' . /— ',*7j3) ==o. 

' / > ’’ 

Cela posé, l’équation (3), qui est une intégrale seconde de l’équa- 
tion (a), et une intégrale première de l’une quelconque des équa- 
tions (i), sera également une intégrale première de l’équation 


1 V» 


F «p, -il = o, 


où F désigne une fonction quelconque, pourvu que l'on considère les 
deux constantes ce et ,3 comme assujetties à vérifier l’équation 


( 5 ) 


F [a, ,3t = o. 


Ce tliÇorème est presque évident, car les valeurs de a et ,3, que fou 
> tirerait de l’équation (3) et de sa dérivée, seraient a = <p, fi = -fL; 
et comme l’équation (5) a lieu entre les constantes « et fi, il s'ensuit 
que l’équation (4) sc trouvera aussi vérifiée. Si les fonctions <p et 4 
ne renfermaieuf que x, y, et /', l’équation (3) ne contiendrait plus île 
dérivées, et serait, par suite, l’intégrale générale de l’équation propo- 
sée" Il résulte de là que, si parmi tes différentes manières, ep nombre 
infini, d’écrir® une équation différentielle, on en distingue une qui 
permette de lui donner la forme de l’équation (4), on aura, par cela 
seul, intégré une première fois cette équation. 

II. Proposons-nous comme application de chercher l’équation in- 
tégrale des lignes de courbure d’une surface du second ordre à centre. 
I/’ équation de la surfàce,étant 


<•) 

& 


• r |» y , _j 

f,' (■' — I-' • /s'- 


l 'équation différentielle des projections des lignes de courbure" sur le 
plan xy sera. * , 


( 2 ) 


•c’/ , xy\ c‘—b‘ ~ 

pv'-rr^vt r 


ayy 


— b s 


o; 
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si maintenant l’on pose 

P (*’ - 7 ) = *> Y - x .yy') = ^ 

ces équations seront les intégrales premières de la même équation 

^yy” — yy' + Y 1 = 

on pourra donc appliquer le théorème à l’équation (a). Si l'on éli- 
mine y' entre celles-ci, on aura 


c* x* 

7 ~* 


c«— b' r* 

s-h 1 y 


avec 


8 == « — b\ 


nous ferons « = /*’, fi = u* — A*, et l’équation des projections des 
lignes de courbure sera finalement 

W pV •’ 

u’ étant la constante arbitraire: elle représente, comme on sait, des 
ellipses ou des hyperboles. Comme l'équation (3) est symétrique entre 
p et pc, si l’on considère p comme un paramètre variable, et /u comme 
déterminé, l’équation (3) représentera également les projections des 
lignes de courbure de la surface 


(4) 


X 

7 


y . 

p '—/>• 


f— « 




et si p et /u ont en même temps des valeurs déterminées, l'équation (3) 
représentera la projection d’une ligne de courbure commune aux sur- 
faces ( 1 ) et (4), laquelle sera donc l’intersection de ces deux surfaces. 

Si dam l'équation ( 1 ) on a H devra* être compris entre 

b et c, ou inférieur à ces deux quantités, car autrement les deux sur- 
faces ne se couperaient pas. On conclut de là que lçs trois équations 

1 Ü. + -Y - + —, 

p' p' — b' p * — c’ ’ 

x* r' *' 

p' p '—h* 

X* 


(5) 




\ »■ 


y 

b'— V* 


3 * td. 
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dans lesquelles b et c > è sont des constantes déterminées, p, /u., v 
trois paramètres variables compris, le premier entre c et oc, le second 
entre b et c, et le troisième entre o et b, représentent trois systèmes 
de surfaces telles, que l’une quelconque des surfaces de l'un de ces 
systèmes sera coupée, suivant ses lignes de courbure, par toutes les 
surfaces des 'deux autres systèmes. Il en résulte que les surfaces (5) sont 
orthogonales entre elles. 

C’est au même principe que l’on doit rattacher l’intégration de 
l’équation si connue 

4- F (y'); 

car, si l’on fait 

y' = <*> 

y—y'x — $, 

à cause que les deux équations qui précèdent sont les deux intégrales 
premières de l’équation 

• y" = o, 

l’équation 

■ y= «r-h j8,” r 

qui résulte de l’élimination de y', sera l’intégrale générale de la pro- 
posée, pourvu que les constantes a et fi soient unies par la relation 

j3 = F(«); 

et l’on obtient finalement 

. y = ax -+■ F (*), 

où a désigne la constante arbitraire. Au surplus, dans la question 
actuelle, les fonctions y' et y — y'. r, entre lesquelles a lieu l’équation 
proposée, ne sont autres que les éléments du contact du premier ordre. 

III. Les équations différentielles dont il vient d’être question, et 
dont on détermine si aisément une intégrale première, admettent, en 
général, des solutions singulières, ainsi que Lagrange l’a remarqué : 
la théorie de ces solutions singulières peut être présentée très-simple- 
ment à l’aide de considérations géométriques, identiques à celles 
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que l'on emploie dans 4 recherche des développantes des courbes 
planes. 

Lorsqu’on donne l’équation d'une courbe en coordonnées rectan- 
gulaires jc et y, on obtient, comme on sait, l’équation de la déve- 
loppée en éliminant ,r et y à l’aide de la proposée et des deux suivantes 


(0 


, r _ /'(«+/•) 
i y 


y 


l±zl = 


fi’ 


dans lesquelles a et jS représentent les coordonnées du centre de cour- 
bure. 

Mais si, au contraire, l’on donne l’équation 


(a) 


F (a, (3) = o 


de la développée, et que l’on élimine « et ^ entre les équations (i) 
et (a), on obtiendra l’équation différentielle du second ordre 


(3) 



■+/* 

f 



que la théorie présente immédiatement connue devant faire connaître 
les développantes de la courbe représentée par l’équation (a). Mais 
cette équation est du second ordre, et son intégrale complète doit 
renfermer deux constantes arbitraires, tandis qu’il n’en peut entrer 
qu’une seule dans l’équation des développantes, d'où résulte ce para- 
doxe d’analyse signalé par Lagrange, et qu'il est bien aisé d’éclaircir. 
D’abord l'équation (3) est du genre de celles dont nous avons parlé 
précédemment, et son intégrale première s'obtiendra en éliminant/" 
des équations (i); ce qui donne 

(4) (* — «) -hÿ- (y — /3) = o, 


dans laquelle a et j3 doivent être considérées connue deux constantes 
liées par la relation 

F («> fi) = o; 

So. 
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y désignant une constante arbitraire, l’intégrale de l’équation (4) sera 

(x — a) 1 -h ( y — p)’ = y' ; 


cette équation, qui renferme deux constantes arbitraires, est l’intégrale 
générale de l’équation (3) : elle représente un cercle de rayon arbi- 
traire, et dont le centre est en un point quelconque de la courbe 
donnée que représente l’équation (a). Le cercle satisfait effectivement 
à la question de géométrie, puisque, pour chacun de ses points, le 
centre de courbure est bien situé sur la courbe donnée. Il résulte donc 
de là, que l’équation dés développantes de la courbe proposée est 
nécessairement une solution singulière de l’équation différentielle (3). 
La plupart des Traités d’analyse ne font aucune mention de l'équa- 
tion (3), comme devant faire connaître l’équation des développantes, 
et l’on se contente habituellement de montrer, à l’aide de considéra- 
tions particulières, que celle-crest l'intégrale générale d'une équation 
différentielle du premier ordre, laquelle résulté de l’élimination de a 
et |S entre les trois équations 

(* — <*) — $ = °» 


fia dx 


4- I =0, 




» 

O. 



C’est, au surplus, le résultat auquel on est immédiatement conduit, en 
considérant les développantes d’une courbe comme les trajectoires 
orthogonales de ses tangentes. 

IV. Nous allons montrer maintenant quelle extension on peut 
donner aux considérations particulières que l'on emploie dans la théorie 
des développantes. 

Nous savons que si les équations 

• *4 ’ - ’ 

/.\ (*» y* y >•••» y m ) — 

w • U =is, 

sont deux intégrales premières d'une même équation différentielle, et que 

(a) , y""', «, P) = o 
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en résulte par l’élimination de y m , cette dernière équation sera nue 
intégrale première de l’équation 

(3) F (*, 4) = o, 

pourvu que l’on considère a et comme des constantes vérifiant 
l’équation 

(4) F (a, {}) — o; 

en sorte que l’on obtiendra l’intégrale générale de l’équation (3), en 
cherchant celle de l’équation ( 2 ), dont l’ordre est inférieur d’une unité. 

Considérons a et jS comme des coordonnées rectangulaires, de 
même que x et y, puis imaginons que l'onsflit tracé la courbe repré- 
sentée par l’équation (4), en même temps que celles qui sont repré- 
sentées par l’intégrale générale de l’équation (3); chacune de ces der- 
nières dépendra, en partie, de Ja position d’un point de la première 
courbe, de celui qui répond aux valeurs de a et fi relatives à la courbe 
que l’on considère: pour abréger le discours, j’appellerai ce point 
point directeur, et courbe directrice l’ensemble des points directeurs, 
c’est-à-dire la courbe représentée par l’équation (4). 

Pour tous les points d’une même courbe de l’intégrale générale (3), 
le point directeur est le même, et jouit, par rapport à chacun d’eux, 
d'une propriété commune définie analytiquement parles équations ( 1 ) ; 
d’oii il suit clairement que les courbes susceptibles de satisfaire à 
l'équation (3), et qui ne font pas partie de l’intégrale générale, jouis- 
sent de cette propriété remarquable, que le point directeur n’est pas 
le même pour tous les points d’une même courl>e, et que la propriété 
définie analytiquement par les équations ( 1 ) a lieu entre les différents 
points d’une même courbe et leurs correspondants sur la courbe 
directrice. 

Pour chacune de ces nouvelles courbes qui constituent une solu- 
tion singulière de l’équation (3), l’équation ( 2 ) aura encore lieu entre 
les coordonnées x, y de l’un de ses points, et celles a et fi du point 
directeur correspondant; mais si l’on fait varier x et y, a et fi varie- 
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ront aussi: on aura donc, en diflférentiant l’équation (a), 





"*/ + 

'h 


clj 




ï d *+% d $=°- 


Mais si l'on observe que l'équation (a), dans laquelle on regarde a et j3 
comme constantes, est une intégrale première de l’une quelconque des 
équations (i), on verra que le coefficient de dx dans l’équation précé- 
dente devient nul en vertu de ces mêmes équations ( 1 ) : on aura donc 
simplement 


on a d’ailleurs 


d £ d * + % d t=°' 


donc 


d F 
Ta 


s 

dot -+- 



o: 


( 5 ) 


d l d J 

,U _ df> 
3F — rfF * 

«ê* 43 


équation qui établit une relation entre chaque point de la courbe sin- 
gulière et le point directeur correspondant. 

Si des équations (4) et (5) on tire les valeurs de a et [i pour les 
porter dans l’équation (a); ou, ce qui revient au même, si l'on élimine 
« et ft à l’aide des équations (a), (4) et (5), on obtiendra une équation 
différentielle de l’ofdre rn — 1 , 

II — o 

sans constante arbitraire, et qui sera une solution singulière de l'é- 
quation (3). 

Bornons-nous à indiquer une seule application des résultats qui 
précèdent. 

On demande quelle est la courbe jouissant de la propriété, que si 
M est un de ses points, C le centre de courbure en ce point, et M ' la 
position du point M auquel on fait faire un quart de révolution 
autour d’un point fixe, l’on ait GM' = une constante K. 
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L'équation différentielle du second ordre est 




on trouve pour intégrale première 


(. r — «)— ( r — ft) dy_ 

(*_ «)+(/— £>) <**■ ’ 


«* + jS*= — * 
' a. 


et pour solution singulière, 

y) *+■ (■ r-t “/)s = K v // ,-t “ë î5 

l’intégrale générale représente ici des spirales logarithmiques, la solu- 
tion singulière des courbes beaucoup plus compliquées. 

V. On démontrerait absolument comme au n° I, que si 

<p *» 4 = etc» 

sont n intégrales premières d’une même équation différentielle, et que 

/= « 

en résulte par l’élimination des n — i plus hautes dérivées, cette 
dernière sera une intégrale d’ordre n — t de l’équation 

F (<p, 4, «,...) = o, • 

pourvu que l’on considère st, jS, 7 , etc., comme des constantes assu- 
jetties à vérifier l’équation 

F (*, /3, 7 ,...) = o. 

Dans ce cas, l’équation proposée admet encore une solution singu- 
lière, que l’on déterminera par un procédé analogue à celui que nous 
venons d’employer. 


G0684Ü 
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